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Вступ

Псевдодиференцiальнi оператори (ПДО) та рiвняння
з псевдодиференцiальними операторами тiсно пов’язанi з
важливими задачами аналiзу, сучасної математичної фi-
зики, теорiєю ймовiрностей, теорiєю фракталiв, кванто-
вою теорiєю поля. До класу псевдодиференцiальних опера-
торiв належать диференцiальнi оператори, оператори дро-
бового диференцiювання та iнтегрування, згортки, тощо.

Широкий клас ПДО формально можна подати у
виглядi A = I−1

σ→x[a(t, x;σ)Ix→σ], {x, σ} ⊂ R, t > 0, де a
– символ оператора A, що задовольняє певнi умови, I, I−1

– пряме та обернене перетворення Фур’є або Бесселя. Як-
що символ a є цiлою, парною функцiєю аргумента σ, то
еволюцiйнi рiвняння з оператором A мiстять також сингу-
лярнi диференцiальнi рiвняння, зокрема, рiвняння з опе-
ратором Бесселя Bν = d2/dx2+(2ν+1)x−1d/dx, ν > −1/2,
який у своїй структурi мiстить вираз 1/x i формально зоб-
ражується у виглядi Bν = F−1

Bν
[−σ2FBν ], де FBν – iнте-

гральне перетворення Бесселя. Якщо a(t, x; σ) ≡ P (t, x;σ),
де P – полiном змiнної σ при фiксованих t, x, який задо-
вольняє умову “параболiчностi”, то такi рiвняння належать
до параболiчних рiвнянь, якщо Ix→σ = F – перетворення
Фур’є, або до B-параболiчних рiвнянь, якщо Ix→σ = FBν ;
B-параболiчнi рiвняння вироджуються на межi й за свої-
ми внутрiшнiми властивостями близькi до рiвномiрно па-
раболiчних рiвнянь.

Теорiя лiнiйних параболiчних та B-параболiчних рiв-
нянь з частинними похiдними бере свiй початок iз дослiд-
ження рiвняння теплопровiдностi. Класична теорiя задачi
Кошi та крайових задач для таких рiвнянь i систем рiв-
нянь побудована в працях I.Г. Петровського, С.Д. Ейдель-
мана, С.Д. Iвасишена, М.I. Матiйчука, М.В. Житарашу,
А. Фрiдмана, С. Теклiнда, В.О. Солонникова, I.А. Кiпрiя-
нова, В.В. Катрахова, В.В. Крехiвського, В.П. Лавренчу-
ка та iн. Задача Кошi з початковими даними з просторiв
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узагальнених функцiй типу розподiлiв та ультрарозподiлiв
вивчалася Г.Є. Шиловим, Б.Л. Гуревичем, М.Л. Горбачу-
ком, В.I. Горбачук, О.I. Кашпiровським, С.Д. Iвасишеним,
Я.I. Житомирським, В.В. Городецьким, О.Г. Возняк, В.А.
Лiтовченком та iн.

Дослiдженням задачi Кошi для еволюцiйних рiвнянь з
ПДО займалося багато математикiв, використовуючи при
цьому рiзнi методи й пiдходи (M. Nagase, R. Shinkai, C.
Tsutsumi, М.А. Шубiн, М. Тейлор, Л. Хермандер, А.Н.
Кочубей, Ю.А. Дубiнський, Б.Й. Пташник та iн.). Одер-
жанi важливi результати про розв’язнiсть задачi Кошi в
рiзних функцiональних просторах. При цьому часто по-
чатковi функцiї мають особливостi в однiй або декiлькох
точках i допускають регуляризацiю у певних просторах
узагальнених функцiй типу розподiлiв Соболєва-Шварца,
ультрарозподiлiв, гiперфункцiй та iн. Отже, задача Ко-
шi для зазначених рiвнянь має природну постановку i в
класах узагальнених функцiй скiнченного та нескiнченно-
го порядкiв.

Узагальненням задачi Кошi є нелокальна багатоточко-
ва за часом задача, коли початкова умова u(t, ·)|t=0 = f
замiнюється умовою

m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f, (0.1)

де t0 = 0, {t1, ..., tm} ⊂ (0, T ], 0 < t1 < t2 < ... < tm ≤
T , {α0, α1, ..., αm} ⊂ R, m ∈ N, – фiксованi числа (якщо
α0 = 1, α1 = ... = αm = 0, то маємо, очевидно, задачу
Кошi); умова (0.1) трактується в класичному розумiннi або
в слабкому сенсi, якщо f – узагальнена функцiя, тобто як

граничне спiввiдношення
m∑
k=0

αk lim
t→tk

⟨u(t, ·), φ⟩ = ⟨f, φ⟩ для

довiльної функцiї φ з основного простору (тут < f, · >
позначає дiю функцiонала f на основну функцiю).
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Нелокальнi за часом задачi належать до нелокальних
крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними. Та-
кi задачi виникають при моделюваннi багатьох процесiв i
задач практики, описi всiх коректних задач для конкрет-
ного оператора, при побудовi загальної теорiї крайових
задач. Дослiдженням нелокальних крайових задач у рiз-
них аспектах займалося багато математикiв (О.О. Дезiн,
В.К. Романко, С.Г. Крейн, В.М. Борок, А.Н. Нахушев,
А.Х. Мамян, Б.Й. Пташник, В.С. Iлькiв, В.I. Чесалiн, А.Л.
Скубачевський та iн.), при цьому одержано важливi ре-
зультати щодо постановки, коректної розв’язностi та по-
будови розв’язкiв, дослiдженнi питання залежностi ха-
рактеру розв’язностi задач вiд поведiнки символiв опера-
цiй, сформульованi умови регулярностi та нерегулярностi
крайових задач для важливих випадкiв диференцiально-
операторних рiвнянь. Нелокальну багатоточкову за часом
задачу для еволюцiйних рiвнянь з псевдодиференцiальни-
ми операторами, побудованими за точково-негладкими од-
норiдними символами, дослiджували Я.М. Дрiнь, В.В. Го-
родецький, О.В. Мартинюк, О.М. Ленюк, Д.I. Спiжавка,
та iн. У той же час, нелокальна m – точкова за часом зада-
ча не дослiджена у випадку еволюцiйних рiвнянь з ПДО,
що дiють в просторах типу S, символами яких є функцiї,
що допускають аналiтичне продовжння у всю комплексну
площину i задовольняють певну умову “параболiчностi”,
а f в умовi (0.1) – елемент простору типу S ′ – простору,
топологiчно спряженого з простором типу S.

Зазначимо, що простори типу S часто використовують-
ся при дослiдженнi проблеми про класи єдностi та кла-
си коректностi задачi Кошi для рiвнянь з частинними по-
хiдними i складаються з нескiнченно диференцiйовних на
R функцiй, поведiнка яких та їхнiх похiдних на дiйснiй
осi характеризується величинами mkn = sup

x∈R
|xkφ(n)(x)|,

{k, n} ⊂ Z+, де подвiйна послiдовнiсть {mkn} задовольняє
певнi умови. Найбiльш повно I.М. Гельфандом та Г.Є. Ши-
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ловим дослiджено випадок mkn = kkαnnβ, α, β > 0; просто-
ри типу S в цьому випадку позначаються символом Sβα i
складаються з нескiнченно диференцiйовних на R функ-
цiй, якi разом з усiма своїми похiдними при |x| → +∞
спадають швидше, нiж exp{−a|x|1/α}, a > 0, x ∈ R.

У зв’язку з цим для подальших дослiджень важливими
є такi питання: 1) розвиток теорiї нелокальної багатоточ-
кової за часом задачi для еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)/∂t = Au(t, x), t ∈ (0, T ], 0 < T ≤ +∞, x ∈ R,
(0.2)

з псевдодиференцiальним оператором A = I−1
σ→x[a(σ)Ix→σ],

де I – перетворення Фур’є або Бесселя, оператор A дiє в
узагальнених просторах типу S, якi є iндуктивними гра-
ницями злiченно-нормованих просторiв нескiнченно дифе-
ренцiйовних на R функцiй i будуються за послiдовностями
{ak}, {bn} додатних чисел, що задовольняють певнi умови;

2) розвинення методики дослiдження фундаментально-
го розв’язку зазначеної багатоточкової задачi для рiвнян-
ня (0.2);

3) вiдшукання умов, при виконаннi яких псевдодифе-
рецiальний оператор A можна розумiти як оператор дифе-
ренцiювання або оператор Бесселя нескiнченного порядку
вигляду

A =
∞∑
k=0

ckD
k
x, або A =

∞∑
k=0

c2kB
k
ν ,

якщо a(σ) =
∞∑
k=0

ckσ
k чи a(σ) =

∞∑
k=0

c2kσ
2k.

До рiвнянь параболiчного типу, коефiцiєнти яких необ-
межено зростають при |x| → +∞, вiдноситься еволюцiйне
рiвняння

∂u(t, x)/∂t+ Au(t, x) = 0, t ∈ (0,∞), x ∈ R, (0.3)

де A = −d2/dx2 + x2 – гармонiйний осцилятор –
невiд’ємний самоспряжений оператор у гiльбертовому
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просторi L2(R). М.Л. Горбачуком, В.I. Горбачук, О.I. Ка-
шпiровським доведено, що розв’язок рiвняння (0.3) за-
вжди має граничне значення u(0, ·) = lim

t→+0
u(t, ·) в про-

сторi узагальнених функцiй типу S ′ i за ним однозначно
вiдновлюється. У працях М.Л. Горбачука, П.I. Дуднико-
ва, С.Д. Iвасишена, Л.М. Андросової, О.Г. Возняк, В.В.
Городецького, I.I. Дрiнь та iн. доведено, що простори типу
S ′ є множинами початкових даних задачi Кошi для широ-
ких класiв рiвнянь з частиннимии похiдними параболiчно-
го типу (до яких вiдноситься i рiвняння (0.3)), при яких
розв’язки є нескiнченно диференцiйовними за просторо-
вою змiнною функцiями. Н.М. Шевчук, А.О. Широковсь-
ких аналогiчнi результати отриманi у випадку рiвняння
∂u/∂t+ φ(A)u = 0, де φ(A) – цiла функцiя оператора A,
де A – гармонiйний осцилятор. Нелокальна багатоточкова
за часом задача для рiвняння

∂2u(t, x)/∂t2 + φ(A)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× R, (0.4)

не дослiджена. Отже, природним є питання про одержання
для рiвняння (0.4) результатiв, аналогiчних до встановле-
них у випадку рiвняння ∂u/∂t+ φ(A)u = 0.

Ця книга, яка складається з п’яти роздiлiв, присвяче-
на розв’язанню вказаних проблем. Перший роздiл має
допомiжний характер. У ньому наведено огляд праць, якi
мають вiдношення до результатiв, наведених у цiй книзi,
є близькими за змiстом i методами дослiджень.

У роздiлi 2, який складається з чотирьох пiдроздiлiв,
встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної бага-
тоточкової за часом задачi для еволюцiйного рiвняння з
псевдодиференцiальним оператором, який дiє в узагаль-
нених просторах типу S i символом якого є цiла функцiя,
що задовольняє певну умову – аналог умови параболiчно-
стi для рiвнянь з частинними похiдними. У пiдроздiлi 2.1
наведено певнi допомiжнi факти, якi стосуються тополо-
гiчної структури узагальнених просторiв типу S, власти-

9



востей функцiй та основних операцiй. У пiдроздiлi 2.2 на-
ведено результати, якi стосуються структури та властиво-
стей фундаментального розв’язку нелокальної багатоточ-
кової за часом задачi для зазначеного рiвняння, доведено
коректну розв’язнiсть такої задачi у випадку, коли почат-
кова функцiя є елементом простору узагальнених функцiй
типу S ′, дається зображення розв’язку у виглядi згорт-
ки фундаментального розв’язку з початковою функцiєю.
У пiдроздiлi 2.3 вивчено питання про стабiлiзацiю до ну-
ля розв’язку нелокальної багатоточкової за часом задачi
в просторi узагальнених функцiй типу S ′, а також питан-
ня рiвномiрної стабiлiзацiї до нуля на R такого розв’язку.
У пiдроздiлi 2.4 отриманi результати, аналогiчнi сформу-
льованим ранiше у випадку, коли псевдодиференцiальний
оператор в еволюцiйному рiвняннi дiє в просторi Sα1−α, де
α ∈ (0, 1) – фiксований параметр.

У роздiлi 3 доведено коректну розв’язнiсть нелокаль-
ної багатоточкової за часом задачi для диференцiально-
операторного рiвняння другого порядку з гармонiйним ос-
цилятором та функцiями вiд такого оператора у випадку,
коли початкова функцiя є елементом простору узагаль-
нених функцiй типу S ′ i ототожнюється з певним фор-
мальним рядом Фур’є-Ермiта. У пiдроздiлi 3.1 наведе-
но означення просторiв основних та узагальнених елемен-
тiв, пов’язаних з невiд’ємним самоспряженим оператором,
описується їх топологiчна структура. У пiдроздiлi 3.2 на-
ведено основнi поняття та означення, пов’язанi з функ-
цiями Ермiта та формальними рядами Фур’є-Емiта. Пiд-
роздiл 3.3 стосується операцiйного числення, пов’язаного з
гармонiйним осцилятором. Основний результат пiдроздiлу
3.4 складає теорема про коректну розв’язнiсть нелокальної
багатоточкової за часом задачi для еволюцiйного рiвняння
другого порядку з оператором φ(A), де φ(A) – цiла функ-
цiя вiд гармонiйного осцилятора за умови, що початкова
функцiя є елементом простору узагальнених функцiй типу
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S ′.

У роздiлi 4 дослiджено нелокальну багатоточкову за
часом задачу для еволюцiйного рiвняння з оператором
Бесселя нескiнченного порядку, який дiє в узагальнених
просторах типу S. У пiдроздiлi 4.1 встановленi властиво-
стi перетворення Бесселя основних та узагальнених про-
сторiв типу S та типу S ′, згорток, згортувачiв та муль-
типлiкаторiв. У пiдроздiлах 4.2, 4.3 доведено коректну
розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi
для зазначеного еволюцiйного рiвняння, дослiджено вла-
стивостi фундаментального розв’язку такої задачi, дається
зображення розв’язку у виглядi згортки фундаменталь-
ного розв’язку з початковою функцiєю, яка є елементом
простору узагальнених функцiй типу S ′. У пiдроздiлi 4.4
дослiджено властивостi розв’язку нелокальної багатоточ-
кової за часом задачi для одного модельного еволюцiйного
рiвняння, яке мiстить степiнь оператора Бесселя.

У роздiлi 5 дослiджується нелокальна багатоточкова

за часом задача для рiвняння
∂u

∂t
= Aφu з псевдодифе-

ренцiальним оператором Aφ з аналiтичним символом φ у
просторах типу W , що задовольняє умову ”параболiчно-
стi” (оператор Aφ можна розумiти як оператор диференцi-
ювання нескiнченного порядку). Встановлено властивостi
фундаментального розв’язку нелокальної багатоточкової
за часом задачi для зазначеного рiвняння, доведено ко-
ректну розв’язнiсть задачi у пiвпросторi t > 0 у випадку,
коли початкова функцiя є елементом простору узагаль-
нених функцiй типу W ′, знайдено аналiтичне зображен-
ня розв’язку, дослiджено поведiнку розв’язку u(t, ·) при
t → +∞ в просторi типу W ′ (пiдроздiл 5.2). У пiдроздiлi
5.3 дослiджено нелокальну m-точкову за часом задачу для
рiвняння ∂u/∂t = Aφu з псевдодиференцiальним операто-
ром Aφ, побудованим за змiнним символом за допомогою
перетворення Фур’є. Дається означення фундаментально-
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го розв’язку та дослiджуються властивостi ФРБЗ. Дове-
дено розв’язнiсть багатоточкової задачi в класi обмежених
неперервних на R функцiй.

Вiдзначимо, що результати роздiлiв 2–4 отриманi В.В.
Городецьким спiльно з А.П. Вережак, а результати п.п.
5.3 роздiлу 5 належать В.В. Городецькому та О.А. Широ-
ковських.

Результати, наведенi в книзi, можуть бути використанi
при читаннi вибiркових курсiв студентам математичних
спецiальностей, при виконаннi курсових та магiстерських
робiт, у науковiй роботi аспiрантiв та викладачiв закладiв
вищої освiти, якi спецiалiзуються в галузi диференцiаль-
них рiвнянь та математичного аналiзу.
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Роздiл 1. Огляд лiтератури
У цьому роздiлi зроблено огляд праць, якi мають вiдно-

шення до результатiв, наведених у цiй книзi, є близькими
за змiстом та методами дослiджень.

У пiдроздiлi 1.1 наведено результати, якi стосуються
теорiї задачi Кошi та крайових задач для сингулярних па-
раболiчних рiвнянь i систем. Пiдроздiл 1.2 мiстить огляд
праць, присвячених дослiдженням задачi Кошi для аб-
страктних диференцiально-операторних рiвнянь першого
порядку. Аналiз робiт, присвячених задачi Кошi для псев-
додиференцiальних рiвнянь i систем як з гладкими, так
i негладкими символами дається у пiдроздiлi 1.3. У пiд-
роздiлi 1.4 наведено огляд праць, в яких дослiджується
задача Кошi для рiвнянь з частинними похiдними нескiн-
ченного порядку. Аналiз результатiв, що стосуються нело-
кальних задач для диференцiально-операторних рiвнянь
та рiвнянь з частинними похiдними, викладено у пiд-
роздiлi 1.5.

1.1. Задача Кошi та крайовi задачi для
сингулярних параболiчних рiвнянь i
систем

Лiнiйними сингулярними системами диференцiаль-
них рiвнянь називаються системи, серед коефiцiєнтiв яких
є такi, що необмеженi в деякiй областi з Rn [1]. До таких
систем вiдносяться i системи рiвнянь з диференцiальним
оператором Бесселя через наявнiсть у його структурi ви-
разу 1/x. Системи та рiвняння з оператором Бесселя ви-
никають при вивченнi температурних полiв у симетричних
середовищах, використовуються при побудовi математич-
них моделей дифузiйних процесiв у анiзотропних середо-
вищах, описують явища тепломасообмiну, радiальнi коли-
вання хвиль, зустрiчаються у кристалографiї, гiдродина-
мiцi та в задачах про взаємодiю тiл [2–4].

Дослiдженню задачi Кошi для параболiчних систем
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з оператором Бесселя присвячено багато праць. Вперше
означення B-параболiчної системи рiвнянь, яке узагаль-
нює поняття параболiчностi за Петровським на випадок
систем рiвнянь з частинними похiдними, якi за однiєю з
просторових змiнних мiстять оператор Бесселя, ввели М.I.
Матiйчук та В.В. Крехiвський в 1968 роцi в працi [5]. У
працi [6] М.I. Матiйчука дається бiльш загальне означення
−→
2B-параболiчних систем з оператором Бесселя, якi мiстять
клас

−→
2b-параболiчних систем, введених С.Д. Ейдельма-

ном [7]. У цiй працi, а також у [8] для B-параболiчних
та

−→
2B-параболiчних систем рiвнянь будується теорiя кла-

сичних розв’язкiв задачi Кошi: дається аналiтичний опис
матрицi Грiна систем з коефiцiєнтами, залежними лише
вiд t, та систем з параметром, дослiджуються властивостi
iнтегралiв, якi мiстять матрицю Грiна, та iнших спецiаль-
них iнтегралiв типу потенцiала. Цi властивостi становлять
основу для знаходження розв’язку задачi Кошi з мiнiмаль-
ними умовами на гладкiсть коефiцiєнтiв за просторовими
змiнними. Задача Кошi для таких систем за допомогою
методу потенцiалу зводиться до неквазiрегулярного iнте-
грального рiвняння Вольтерра-Фредгольма i з формули
розв’язку задачi видiляється ядро оберненого оператора –
фундаментальна матриця розв’язку задачi Кошi, яка має
конструкцiю параметрикса Е. Левi. Розв’язок задачi Кошi
дається при цьому у виглядi iнтеграла Стiльтьєса з мiрою
Бореля у класi функцiй максимального експоненцiйного
зростання.

Для вивчення властивостей модуля неперервностi стар-
ших похiдних фундаментальної матрицi розв’язкiв (ФМР)
М.I. Матiйчук у [9] використовує метод Е. Хопфа [10],
на основi якого введенням великого параметра будують-
ся ФМР B-параболiчних систем вищого порядку за t та
систем з багатовимiрним оператором Бесселя, а також
систем з неперервними за Дiнi коефiцiєнтами за просто-
ровими змiнними, правою частиною i початковою функ-

14



цiєю [11]. Крiм того, в [11] теореми про розв’язнiсть задачi
Кошi та iснування ФМР поширюються на

−→
2B-параболiчнi

системи.
Розв’язнiсть задачi Кошi для однорiдних B-

параболiчних систем рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами у
певному класi початкових функцiй з просторiв типу W
встановлена В.В. Крехiвським [12]; при цьому розв’язок
трактується як регулярна узагальнена функцiя, визначена
на просторi основних функцiй типу W , введеному в [13].
Знайдено обмеження на рiд B-параболiчної системи, при
виконаннi яких розв’язок є звичайною функцiєю.

С.Д. Iвасишеним та В.П. Лавренчуком [14] знай-
дено зображення класичних розв’язкiв рiвномiрно B-
параболiчних систем у виглядi iнтегралiв Пуассона функ-
цiй або узагальнених борельових мiр зi спецiальних про-
сторiв (якi збiгаються з множинами початкових значень
цих розв’язкiв) у припущеннi, що коефiцiєнти akj, |k|+2j ≤
2b, неперервнi по t на (0, T ] при кожному x ∈ Rn+1

+ , непе-
рервнiсть akj, |k|+2j = 2b, рiвномiрна по x ∈ Rn+1

+ , всi ко-
ефiцiєнти обмеженi в Ω+ = (0, T ] × Rn+1

+ i задовольняють
умову Гельдера по x ∈ Rn+1

+ рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ].
У працях [15–17] вивчалися якiснi властивостi

розв’язкiв B-параболiчних систем (знайденi внутрiш-
нi оцiнки розв’язкiв у гельдерових нормах, доведенi
класичнi теореми Лiувiлля). Побудованi та дослiдженi
властивостi ФРЗК для B-параболiчних рiвнянь довiльно-
го порядку зi степеневими особливостями у коефiцiєнтах
при молодших похiдних.

У випадку обмежених початкових функцiй А.Б. Му-
равником у працях [18, 19] вивчалося питання поточко-
вої стабiлiзацiї розв’язку задачi Кошi (тобто iснування у
розв’язку u(t, x) скiнченної границi при t → +∞ та фiк-
сованому x) для модельного B-параболiчного рiвняння.
Умова поточкової стабiлiзацiї у даному випадку подається
в термiнах кульового граничного середнього вiд початко-
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вої функцiї.

Працi [20, 21] присвяченi слабкiй стабiлiзацiї розв’язку
задачi Кошi для сингулярного

−→
2b-параболiчного рiвнян-

ня зi сталими коефiцiєнтами. Для початкової узагальненої
функцiї вводиться поняття узагальненого граничного се-
реднього по тiлах, поверхнями яких є поверхнi, залежнi вiд
параметра t, котрi в певному розумiннi при t → +∞ збi-
гаються до поверхонь рiвня фундаментального розв’язку
задачi Кошi. Якщо узагальнене граничне середнє по таких
тiлах узагальненої початкової функцiї f дорiвнює нулевi,
то розв’язок задачi Кошi з початковою функцiєю f ста-
бiлiзується до нуля в просторах типу S ′ (простори типу S
введенi I.М. Гельфандом та Г.Є. Шиловим в [22]).

Праця [23] А.А. Куликова присвячена дослiдженню iс-
нування фундаментального розв’язку диференцiального

оператора P
( ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn−1

, Bxn

)
, де P – полiном вiд n

змiнних зi сталими коефiцiєнтами, Bxn – оператор Бесселя,
який дiє за змiнною xn. Основним методом дослiдження
в [23] є метод перетворення Фур’є-Бесселя, яке визначаєть-
ся на просторi основних функцiй D+ (просторi всiх фiнiт-
них нескiнченно диференцiйовних на Rn функцiй, парних
за змiнною xn). Iснування фундаментального розв’язку
оператора P в [23] доводиться за допомогою спецiальної
конструкцiї, запропонованої Л. Хермандером в [24]. При
цьому розглядаються рiзнi випадки щодо характеристик
полiнома P , в кожному з яких одержується формула для
перетворення Фур’є-Бесселя фундаментального розв’язку.

При дослiдженнi задачi Кошi для B-параболiчних рiв-
нянь важливу роль вiдiграє метод iнтегрального перетво-
рення Бесселя. Властивостi такого перетворення у про-
сторi S(Rn

+) – просторi Л. Шварца S(Rn) функцiй, парних
за змiнною xn, вивченi Я.I. Житомирським у працi [25].
Вказаний метод iстотно використовувався в [25] при до-
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слiдженнi задачi Кошi для лiнiйних рiвнянь вигляду

∂u

∂t
= P (Bν)u, (1.1)

де Bν – оператор Бесселя, ν > −1/2, P (Bν) – полi-
ном вiд оператора Bν (в [25] дослiджувалися також си-
стеми вигляду (1.1) та бiльш загальнi системи вигляду
∂u

∂t
= P (B1, . . . , Bn)u, де Bi, i ∈ {1, . . . , n}, – оператор

Бесселя, який дiє по змiннiй xi, i ∈ {1, . . . , n}). В [25] де-
тально вивчаються також властивостi перетворення Бес-
селя у просторi S ′(R+), елементами якого є лiнiйнi непе-
рервнi функцiонали на S(R+). Цi властивостi дозволяють
встановити iснування розв’язку задачi Кошi для (1.1) у
класi початкових функцiй u0, якi задовольняють умову:
|u0(x)| ≤ c(1 + x2)k, k ∈ N, c > 0, x ∈ R; при цьому
розв’язок трактується як регулярна узагальнена функцiя
з простору S ′(R+). Видiляється також клас регулярних си-
стем вигляду (1.1), для яких розв’язок задачi Кошi є зви-
чайною функцiєю (параболiчнi системи з оператором Бес-
селя).

B-параболiчнiсть рiвняння (1.1) забезпечує iснуван-
ня фундаментального розв’язку задачi Кошi – функцiї
G(t, ·) = F−1

B [exp{tP (−σ2)}], t > 0, σ ∈ (0,∞), де F−1
B –

обернене перетворення Бесселя. В працях [26, 27] доведе-
но, що функцiя G при кожному t > 0 є елементом одного
iз просторiв типу S. Функцiї типу згорток G(t, ·) ∗ f , де f
– узагальнена функцiя з простору типу S ′, є нескiнченно
диференцiйовними по x при кожному t > 0, задовольня-
ють (1.1) у звичайному розумiннi, але граничне значен-
ня згортки G(t, ·) ∗ f при t → +0 iснує вже в просторi
узагальнених функцiй типу S ′. Отже, вiдповiднi просто-
ри типу S ′ збiгаються з множинами початкових значень
розв’язкiв рiвняння (1.1), при яких розв’язки є нескiнчен-
но диференцiйовними за x функцiями. Це дозволяє ста-
вити задачу Кошi для (1.1) у просторi початкових даних
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типу S ′, розумiючи при цьому пiд розв’язком такої задачi
функцiю u(t, x), яка задовольняє (1.1) у звичайному ро-
зумiннi, а початкову умову u|t=0 = f (f – узагальнена
функцiя з простору типу S ′) в тому сенсi, що u(t, ·) → f
при t → +0 у вiдповiдному просторi типу S ′. У вказаних
працях встановлюється коректна розв’язнiсть задачi Кошi
для рiвнянь та систем рiвнянь вигляду (1.1) в просторах
початкових даних типу S ′, вивчається властивiсть локалi-
зацiї розв’язку задачi Кошi.

Аналогiчнi результати отриманi в [28] для B-
параболiчних рiвнянь (та систем рiвнянь) зi змiнними ко-
ефiцiєнтами та початковими умовами з просторiв узагаль-
нених функцiй типу S ′ у припущеннi, що коефiцiєнти рiв-
няння є нескiнченно диференцiйовними по x i обмеженими
разом з усiма своїми похiдними функцiями.

В.В. Городецьким та О.В. Мартинюк у працях [29–32]
встановлена коректна розв’язнiсть задачi Кошi для еволю-
цiйних рiвнянь з оператором Бесселя вигляду

∂u

∂t
=

∞∑
k=0

ckB
k
νu, ck = const, k ∈ Z+, (1.2)

з початковими функцiями, якi є аналiтичними функцiона-
лами з просторiв типу (

◦
W )′ (простори типу

◦
W складають-

ся з парних функцiй просторiв типу W ). Знайдено необхiд-

нi й достатнi умови, за яких оператор φ(Bν) =
∞∑
k=0

ckB
k
ν , що

дiє в просторах типу
◦
W , є неперервним, дослiдженi власти-

востi згорток, згортувачiв та мультиплiкаторiв у вiдповiд-
них просторах. У працi [33] розглядаються рiвняння (1.2)
з коефiцiєнтами, залежними вже вiд часу, неперервно ди-
ференцiйовними на вiдрiзку [0, T ]. Встановлено коректну
розв’язнiсть задачi Кошi для такого рiвняння в просторах
узагальнених функцiй типу (

◦
C)′; при цьому, попередньо
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дослiджена топологiчна структура просторiв типу
◦
C, якi

є узагальненнями просторiв типу
◦
W ; вивченi властивостi

основних операцiй у таких просторах, перетворення Бес-
селя основних i узагальнених функцiй. Розв’язнiсть задачi
Кошi для еволюцiйних рiвнянь вигляду (1.2) з коефiцiєн-
тами ck = ck(t, x) встановлена в [34] у класi обмежених,
неперервних, парних на R функцiй; при цьому знайдено
iнтегральне зображення розв’язку.

У працях [35, 36] знайденi в явному виглядi фунда-
ментальнi розв’язки задачi Кошi та доведенi теореми про
розв’язнiсть у спецiальних вагових Lp-просторах задачi
Кошi для одного класу параболiчних рiвнянь з операто-
ром Бесселя та зi зростаючими за просторовими змiнними
при |x| → ∞ коефiцiєнтами.

Крайовi задачi для сингулярних параболiчних рiвнянь
та систем рiвнянь дослiджувалися М.I. Матiйчуком, В.В.
Крехiвським, I.А. Кiпрiяновим, В.В. Катраховим, В.М.
Ляпiним, В.П. Лавренчуком та iн. Цьому присвяченi, зо-
крема, працi [37–48]. У працях [37–46] побудована теорiя
параболiчних сингулярних крайових задач у нормованих
просторах, розв’язана загальна B-параболiчна задача з ва-
говими крайовими умовами, знайденi обмеження на коефi-
цiєнти рiвнянь i межу областi, при яких у розв’язкiв зберi-
гаються основнi властивостi, характернi для розв’язкiв за-
дач з гладкими даними.

Задачi Дiрiхле, Неймана та бiльш загальна задача – за-
дача з косою похiдною для B-параболiчного рiвняння дру-
гого порядку дослiджувалися в [37]. Тут, за допомогою ме-
тоду Хопфа, з використанням функцiї Грiна однорiдної за-
дачi iз ”замороженими” коефiцiєнтами доводиться корект-
нiсть задачi Дiрiхле за однiєї умови Дiнi на модулi непе-
рервностi коефiцiєнтiв. Знайдено iнтегральне зображення
розв’язку задачi Неймана (задачi з косою похiдною), опи-
сано властивостi функцiї Грiна однорiдної задачi Дiрiх-
ле. У працi [38] будується функцiя Грiна i дослiджується
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розв’язок загальної неоднорiдної параболiчної задачi з опе-
ратором Бесселя в просторах Дiнi у випадку граничних
операторiв рiвних порядкiв. Загальнi мiшанi неоднорiднi
задачi для B-параболiчних систем за допомогою спецiаль-
них потенцiалiв та операторiв дробового iнтегрування й
диференцiювання, якi дiють у просторах Дiнi, дослiдженi
в [39]. У працi [40], яка є продовженням [39], основнi при-
пущення щодо гладкостi накладаються на межу цилiнд-
ричної областi та коефiцiєнти граничних операторiв рiзних
порядкiв.

У працi [41] розв’язана загальна крайова параболiч-
на задача з нульовими крайовими умовами при наявностi
виродження у коефiцiєнтiв системи та граничних опера-
торiв на межi цилiндричної областi. Загальна параболiчна
крайова задача з ваговими функцiями в крайових умовах
у цилiндричнiй областi, в якiй оператор Бесселя у рiвнян-
нi i крайових умовах дiє за тiєю ж змiнною, що й граничнi
оператори з ваговими функцiями, дослiджена М.I. Матiй-
чуком у працi [42].

Крайовi задачi для сингулярних параболiчних систем
рiвнянь у класах Гельдера та спецiальних вагових Lp-
просторах вивчалися в [43]. У просторах Соболєва мiшанi
задачi для параболiчних систем з оператором Бесселя (iз
залежними та незалежними вiд часової змiнної коефiцiєн-
тами) дослiджував В.В. Крехiвський [44, 45]. Ним вста-
новленi апрiорнi оцiнки розв’язкiв, доведена однозначна
розв’язнiсть мiшаних задач у просторах Соболєва з ва-
гою. У працi [46] та монографiї [47] у просторах Гельде-
ра встановлюється локальна розв’язнiсть крайової задачi
для нелiнiйної параболiчної системи з оператором Бессе-
ля. Глобальну розв’язнiсть задачi Дiрiхле для квазiлiнiй-
ного B-параболiчного рiвняння другого порядку доведено
в [48].
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1.2. Задача Кошi для абстрактних
диференцiально-операторних рiвнянь

Задача Кошi для абстрактних диференцiально-
операторних рiвнянь вивчалася багатьма математиками,
зокрема, М.Л. Горбачуком, В.I. Горбачук, П.Й. Дуд-
нiковим, О.I. Кашпiровським, А.В. Князюком, М.I.
Пiвтораком, I.П. Фiшманом та iн. [49–67]. Особлива увага
при цьому придiлялася питанням зображення розв’язкiв
таких рiвнянь та дослiдженню їх граничних значень
у рiзних функцiональних просторах. Огляд цих праць
наведено в монографiї [51] та працi [64]. Тут коротко оха-
рактеризуємо основнi результати зазначених дослiджень,
якi стосуються абстрактних диференцiально-операторних
рiвнянь першого порядку вигляду

u′(t) + Au(t) = 0, t ∈ (0,+∞), (1.3)

де A – генератор сильно неперервної при t > 0 пiвгрупи
e−tA обмежених лiнiйних операторiв у банаховому просторi
X. Сильним розв’язком такого рiвняння на (0,+∞) нази-
вається функцiя u(t): (0,+∞) → D(A), яка сильно непе-
рервно диференцiйовна й задовольняє рiвняння (1.3) (тут
D(A) – область визначення оператора A). З цього озна-
чення випливає, що при кожному f ∈ D(A) функцiя e−tAf
– розв’язок рiвняння (1.3). Якщо A – обмежений опера-
тор, то формула u(t) = e−tAf , f ∈ X, описує всi силь-
нi розв’язки рiвняння (1.3) [49]. У випадку необмеженого
оператора A це не завжди так.

У працях [50,51] встановлено, що коли A – невiд’ємний
самоспряжений оператор у гiльбертовому просторi H, то
загальний розв’язок рiвняння (1.3) зображається у виглядi
u(t) = e−tÂf , f ∈ H−, де H− – сукупнiсть усiх лiнiйних
неперервних функцiоналiв на просторi аналiтичних век-
торiв оператора A (зi слабкою збiжнiстю), Â – невiд’ємний
самоспряжений оператор, який є розширенням оператора
A у просторi H− ⊃ H. Функцiя e−tÂf є нескiнченно ди-
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ференцiйовною на (0,+∞), причому у неї iснує граничне
значення при t → +0 у просторi H−, яке збiгається з еле-
ментом f . Звiдси випливає, що задача Кошi для рiвняння
(1.3) коректно розв’язна в просторi H−, тобто для довiль-
ного f ∈ H− iснує єдиний розв’язок рiвняння (1.3) такий,
що u(t) → f при t→ +0 в H−, який неперервно залежить
вiд початкових даних.

Зазначенi результати А.В. Князюком [53,54] перенесенi
на бiльш широкий клас операторiв A у банаховому про-
сторi X: A – генератор сильно неперервно диференцiйов-
ної при t > 0 пiвгрупи e−tA в X, для якої Kere−t0A = {0}
при деякому t0 > 0.

З огляду на структуру загального розв’язку рiвнян-
ня (1.3) виникає запитання: якi властивостi повинен ма-
ти розв’язок рiвняння (1.3), щоб його граничне значення в
нулi належало до певного пiдпростору простору X− (який
є аналогом простору H−), зокрема, до простору X, оскiль-
ки X ⊂ X−. У випадку невiд’ємного самоспряженого опе-
ратора A в просторi X ≡ H це питання вивчено в [50].
Зокрема, встановлено, що необхiдною й достатньою умо-
вою належностi f до H є умова sup

0<t≤1
∥u(t)∥H ≤ c < ∞. У

працi [54] цi результати узагальнюються на випадок, ко-
ли A – генератор аналiтичної обмеженої пiвгрупи e−tA в
банаховому просторi X.

Слабким розв’язком рiвняння (1.3) на (0,+∞) нази-
вається сильно неперервна на (0,+∞) функцiя u(t) зi зна-
ченнями в X така, що для кожного g ∈ D(A∗) скалярна
функцiя ⟨u(t), g⟩ є диференцiйовною на (0,+∞) i задоволь-
няє рiвняння

(⟨u(t), g⟩)′t + ⟨u(t), A∗g⟩ = 0, t ∈ (0,+∞).

Якщо оператор A генерує пiвгрупу e−tA, t > 0, обмеже-
них лiнiйних операторiв в X, то функцiя e−tAf , f ∈ X,
є слабким розв’язком рiвняння (1.3), неперервним у точ-
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цi 0. Як показано в [55], формулою u(t) = e−tAf , f ∈ X,
описуються всi такi розв’язки рiвняння (1.3).

Випадок, коли A – генератор пiвгрупи стиску e−tA,
t > 0, такої, що Kere−tA = {0} при t > 0, розглядався
в [56]. Авторами одержано ряд важливих результатiв, зо-
крема, встановлено, що кожний слабкий розв’язок рiвнян-
ня (1.3) на (0,+∞) має граничне значення при t → +0

у просторi X− i зображається формулою u(t) = e−tÂf ,
f ∈ X−, u(0) = f . Навпаки, для кожного f ∈ X− функ-
цiя e−tÂf є слабким розв’язком рiвняння (1.3) на (0,+∞).
Якщо A – генератор аналiтичної пiвгрупи e−tA, t > 0,
лiнiйних обмежених операторiв в X, то кожний слабкий
розв’язок рiвняння (1.3) є нескiнченно диференцiйовним
(аналiтичним) на (0,+∞). В [56] з’ясовано також, що умо-
ва sup

0<t≤1
∥u(t)∥X ≤ c < ∞ є необхiдною й достатньою умо-

вою, за якої граничне значення в нулi слабкого розв’язку
є елементом простору X у випадку, коли A – генератор
пiвгрупи класу C0. Таким чином, обмеженiсть слабкого
розв’язку рiвняння (1.3) в околi нуля еквiвалентна його
неперервностi в точцi 0 у сенсi топологiї простору X.

Рiвняння загальнiшого вигляду

α(t)u′(t) + Au(t) = 0, t ∈ (0, T ], T <∞, (1.4)

де α(t) > 0, t ∈ (0, T ], – скалярна неперервна на (0, T ]
функцiя, A – замкнений оператор у банаховому просторi
з щiльною областю визначення, детально вивчено в [57]
В.П. Глушком i С.Г. Крейном для обмеженого операто-
ра A; П.Е. Соболевським у [58] для необмеженого A при
певних додаткових обмеженнях на розв’язок. Питання про
зображення загального розв’язку та його поведiнку при
наближеннi t до нуля для A = A∗ в гiльбертовому про-
сторi дослiджувалося М.Л. Горбачуком i М.I. Пiвтораком
в [59], а для генератора аналiтичної пiвгрупи в банахово-
му просторi – В.М. Горбачуком, I.Т. Мацишиним в [60].
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Рiвняння (1.4) з оператором A = A∗ ≥ 0 з суто дискрет-
ним спектром у сепарабельному гiльбертовому просторi
H розглянуто В.В. Городецьким [65] у припущеннi, що
T∫

0

α(τ)dτ < +∞ (випадок ”слабкого виродження”). Опе-

ратор A будується за ортонормованим базисом {ek, k ≥ 1}
простору H так, що елементи ek, k ∈ N, є його власни-
ми векторами, а власнi числа λk, k ∈ N, мають наперед
заданi властивостi. При цьому вiдповiднi негативний H−
та позитивний H+ простори, а також H, вкладаються в

простiр Φ′ формальних рядiв Фур’є вигляду
∞∑
k=1

ckek, якi

ототожнюються з лiнiйними неперервними функцiонала-
ми на просторi Φ = lim

m→∞
indΦm, де Φm =

{
φ ∈ H

∣∣∣φ =
m∑
k=1

bkek, bk ∈ C
}

, m ∈ N [66]. Знайдено зображення за-

гального розв’язку рiвняння (1.4) у виглядi перетворення
типу Гаусса-Вейєрштрасса формальних рядiв Фур’є, опи-
сано максимальнi класи початкових даних, з якими ко-
ректно розв’язна задача Кошi для рiвняння (1.4).

Зазначенi результати перенесено в [65] на випадок
скалярного рiвняння загальнiшого вигляду α(t)u′(t) =

P (t, A)u(t), t ∈ (0, T ], де P (t, A) =
2b∑
k=1

ak(t)A
k, ak ∈ C[0, T ],

k ∈ {1, . . . , 2b}, α(t) – неперервна додатна на (0, T ] функ-

цiя така, що
T∫

0

dτ

α(τ)
<∞, а оператор P (t, A) задовольняє

спецiальну умову рiвномiрної параболiчностi. У працi [67]
дослiджена задача Кошi для рiвняння u′(t) + φ(A)u = 0,
t ∈ (0, T ], де φ(A) – цiла функцiя оператора A = A∗ ≥ 0 в
сепарабельному гiльбертовому просторi.
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Для замкненого оператора в банаховому просторi М.Л.
Горбачуком та В.I. Горбачук у працях [68–70] вказано спо-
сiб побудови локально опуклих просторiв гладких i уза-
гальнених функцiй та встановлено коректну розв’язнiсть
рiзних крайових задач для диференцiально-операторного
рiвняння ∂u/∂t = Bu. Зображення розв’язку при цьому
дається через степеневий ряд вiд експоненти оператора B.

1.3. Задача Кошi для псевдодиференцiальних
рiвнянь i систем

Впродовж останнiх кiлькох десятилiть iнтенсивно
розвивається теорiя ПДО та рiвнянь з такими оператора-
ми. Причиною такого розвитку є насамперед факт тiсного
зв’язку ПДО з важливими задачами аналiзу й сучасної ма-
тематичної фiзики. З’ясувалося, що ПДО вiдiграють важ-
ливу роль у теорiї аналiтичних крайових задач, в мiкро-
локальному аналiзi тощо. Основнi результати, одержанi в
теорiї ПДО i ПДР, викладенi в рядi всесвiтньо вiдомих мо-
нографiй [71–78].

Насамперед наведемо тут короткий огляд праць, при-
свячених задачi Кошi для рiвнянь iз ПДО з аналiтичними
символами. У працi [13] дослiджуються питання, пов’язанi
з описом класiв єдиностi задачi Кошi для систем рiвнянь
у згортках вигляду

∂uj(t, x)

∂t
=

m∑
k=1

(fjk∗u)(t, x), j ∈ {1, . . . ,m}, (t, x) ∈ (0, T ]×R.

(1.5)
Вважається, що компоненти uj розв’язку u при кожному
фiксованому t ∈ [0, T ] є елементами певного основного про-
стору Φ, а fjk – вiдомi функцiонали-згортувачi в Φ такi,
що їх перетворення Фур’є F [fjk] – функцiонали типу цiлих
аналiтичних функцiй на просторi F [Φ] (тобто fjk∗ – ПДО
з цiлими аналiтичними символами F [fjk]).

Частковим випадком системи (1.5) є диференцiальнi
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системи (коли fjk – похiднi вiд δ-функцiї Дiрака), рiзницевi
системи (fjk = δ(· − hjk)), системи iнтегральних рiвнянь,
ядра яких залежать вiд рiзницi аргументiв (тут fjk – ре-
гулярнi функцiонали з компактним носiєм).

Встановлено, що у випадку, коли fjk – функцiонали з
компактним носiєм, класом єдиностi задачi Кошi для си-
стеми (1.5) є сукупнiсть функцiй φ, якi задовольняють

нерiвнiсть |φ(x)| ≤ c exp
(( 1

b0
− ε
)
|x| ln |x|

)
, x ̸= 0, для

довiльно фiксованого 0 < ε < 1/b0 (тут b0 – мiнiмаль-
ний з дiаметрiв множин, кожна з яких охоплює всi носiї
fjk). Якщо ж fjk – функцiонали типу цiлої аналiтичної
функцiї з простору Sβα, α + β = 1, то класом єдиностi
розв’язку вiдповiдної задачi Кошi є клас функцiй φ таких,
що |φ(x)| ≤ c exp(|x|(ln |x|)1−α), x ̸= 0.

У працях [79–83] розвивається теорiя задачi Кошi для
параболiчних ПДР iз гладкими символами в класах

Smλ,ρ,δ := {p ∈ C∞(Rn×Rn)
∣∣∣ ∀{α, β} ⊂ Zn+ ∃c > 0∀{x, ξ} ⊂ Rn :

|Dα
ξD

β
xp(x, ξ)| ≤ cλ(x, ξ)m−ρ|α|+δ|β|},m ∈ R, ρ ∈ [0, 1], δ < ρ,

де λ – деяка вагова функцiя з простору C∞(Rn × Rn).
Дослiджується задача Кошi вигляду

∂u(t, x)

∂t
+ p(t, x,Dx)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ]×Rn, (1.6)

u|t=0 = u0,

де p(t, x,Dx) – ПДО, дiя якого на елементах з простору
S задається в класичнiй формi дробового диференцiюван-
ня з символом p(t, x, ξ), який при кожному фiксованому
t ∈ [0, T ] належить до класу Smλ,ρ,δ. За таких умов в [79–82]
побудовано фундаментальний розв’язок задачi (1.6), вста-
новлено розв’язнiсть цiєї задачi у просторах Lp(Rn), p > 1.
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K. Shinkai в [83] поширює схему побудови фундаменталь-
ного розв’язку задачi Кошi (1.6) на випадок псевдодифе-
ренцiальних систем.

В.В. Городецьким в [65] визначається аналог операцiї
дробового диференцiювання Вейля у просторах узагаль-
нених перiодичних функцiй, яка трактується як ПДО, що
вiдображає перiодичнi функцiї у перiодичнi з тим же пе-
рiодом функцiї. Встановлено коректну розв’язнiсть задачi
Кошi для еволюцiйних рiвнянь з вказаними ПДО у про-
сторах перiодичних узагальнених функцiй типу ультра-
розподiлiв.

Задача Кошi для ПДР з оператором Бесселя дробового
диференцiювання (E − D2

x)
γ/2, γ > 0, вивчалася В.В. Го-

родецьким та О.М. Ленюком [84] у просторах (Sβα)
′ почат-

кових даних. Дослiдженi властивостi фундаментального
розв’язку – функцiї G(t, ·) = F−1[exp(−t(1+ ξ2)γ/2)], t > 0.
З’ясовано, що G(t, ·) ∈ S

1/γ
([γ]+1)/γ (тут [·] – цiла частина чис-

ла), а задача Кошi завжди коректно розв’язна у випадку,
коли початкова функцiя f ∈ (S

1/γ
([γ]+1)/γ)

′ є згортувачем у
просторi S1/γ

([γ]+1)/γ; її розв’язок u(t, ·) = G(t, ·) ∗ f – еле-
мент простору S

1/γ
([γ]+1)/γ при кожному фiксованому t > 0.

Зазначимо, що оператор Бесселя дробового диференцiю-
вання визначається як обернений оператор до дробового
степеня (E − D2

x)
−γ/2 Бесселевого потенцiала. Побудовою

у рiзних просторах i визначенням властивостей таких опе-
раторiв займалися N. Aronszajn, K.R. Smith, A.P. Calderon,
R. Adams, B.О. Ногiн, Б.С. Рубiн та iн. (див. [85]).

Зупинимося тут також на працях [86–88], в яких до-
слiджена задача Кошi для рiвнянь типу фрактальної ди-
фузiї, якi мiстять регуляризовану дробову похiдну за ча-
совою змiнною. В [86] доведена теорема iснування та єди-
ностi розв’язку абстрактної задачi Кошi для рiвняння
Dα
t u(t) = Au(t), де A – замкнений лiнiйний оператор у

банаховому просторi, Dα
t – регуляризована дробова похiд-
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на Рiмана-Лiувiлля порядку α ∈ (0, 1). На пiдставi цього
в [87] доведено єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвнян-
няDα

t u(t, x) = Lu(t, x) у класi обмежених та експоненцiйно
зростаючих з порядком зростання 2/(2− α) функцiй (L –
елiптичний диференцiальний оператор другого порядку з
неперервними та обмеженими дiйсними коефiцiєнтами). У
працi [88] за допомогою методу параметрикса встановлено
розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння Dα

t u(t, x) = Lu(t, x)
у класi функцiй, що зростають як exp(c|x|2/(2−α)). Рядом
авторiв дослiджувалася також задача типу задачi Кошi
для звичайних диференцiальних рiвнянь з дробовими по-
хiдними Рiмана-Лiувiлля (див. [85]).

На сьогоднi особливої уваги заслуговує теорiя ПДР з
негладкими символами, зародження якої пов’язують з до-
слiдженням рiвнянь, що мiстять дробовий степiнь (−∆)α/2

оператора Лапласа (див. [85]). Iдея реалiзацiї такого сте-
пеня на функцiях f з S особливо прозора в образах Фур’є:
(−∆)α/2f = F−1[|ξ|αF [f ]]. Проте ця формула є мало при-
датною для поширення зазначеної операцiї на функцiї з
простору L1(Rn). Однак, з огляду на добре вiдому форму-
лу дiї перетворення Фур’є на згортку F [f ∗φ] = F [f ] ·F [φ],
її можна формалiзувати до бiльш зручної форми

(−∆)α/2f = F−1[|ξ|α] ∗ f. (1.7)

Реалiзацiя цiєї схеми стала можливою завдяки появi теорiї
розподiлiв Шварца [89]. При Reα > 0 функцiя F−1[|ξ|α] є
локально iнтегровною; згортку з цiєю функцiєю називають
потенцiалом Рiсса

Dγf(x) =

∫
Rn

F−1[|x− y|γ]f(y)dy, γ = −α, (1.8)

а саму функцiю F−1[|ξ|α] – рiссовим ядром. Вперше потен-
цiал з ядром |ξ|−α−n, Reα < 0, з’явився в дисертацiйнiй ро-
ботi О. Фростмана [90], виконанiй пiд керiвництвом Ф. Рiс-
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са. Дослiдженням потенцiалiв Рiсса в просторах iнтегров-
них функцiй займалися G.H. Hardy, J.E. Littlewood [91],
О.Л. Соболєв [92], G.O. Thorin [93] та iншi.

Зазначимо, що у випадку Reα > 0 iнтеграл (1.8) має
порядок особливостi, бiльший нiж розмiрнiсть простору
Rn, саме тому його називають гiперсингулярним iнтегра-
лом. Такий iнтеграл завжди розбiгається, тому реалiза-
цiя згортки (1.7) у виглядi (1.8) потребує коректного озна-
чення. Змiст iнтегралу (1.8) можна надати шляхом його
регуляризацiї завдяки вiднiманню вiдрiзка ряду Тейлора
функцiї f , або взяття її скiнченної рiзницi:

(−∆)α/2f(x) =
1

dn,l(α)

∫
Rn

(∆l
yf)(x)

|y|n+α
dy, l > α, (1.9)

де (∆l
yf)(x) – скiнченна рiзниця функцiї f порядку l з кро-

ком y в точцi x, а dn,l(α) – спецiальний нормуючий множ-
ник, який вибирається так, щоб (−∆)α/2 не залежав вiд l
при l > α. Так визначений (−∆)α/2, Reα > 0, називають
оператором Рiсса дробового диференцiювання i познача-
ють символом Dα.

Гiперсингулярний iнтеграл (1.9) породжує обернений
оператор до потенцiалу Рiсса Iα = D−α. Реалiзацiя дробо-
вого диференцiювання Рiсса (−∆)α/2 у виглядi гiперсингу-
лярного iнтеграла на випадок 0 < α < 2, вперше з’явилася
в працi I. Стейна [94]. Загальний випадок α > 0 розгля-
дався П.I. Лiзоркiним [95] та С.Г. Самком [96]. Дослiджен-
ня нормуючих констант dn,l(α), як функцiй параметра α,
здiйснив С.Г. Самко [96, 97]. Збiжнiсть гiперсингулярних
iнтегралiв на диференцiйовних функцiях, а також мож-
ливiсть пониження порядку l скiнчених рiзниць розгляда-
лися в [96].

Узагальненням гiперсингулярного iнтеграла (1.9) є
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конструкцiя вигляду

(Dα
Ωf)(x) =

1

dn,l(α)

∫
Rn

(∆l
yf)(x)

|y|n+α
Ω(x, y)dy, l > α, (1.10)

де Ω(·, ·) – деяка функцiя, незалежна вiд f (так звана ха-
рактеристика). Зазначимо, що клас гiперсингулярних iн-
тегралiв (1.10), навiть лише при Ω(x, y) ≡ Ω(y), де Ω(·)
– однорiдна функцiя, є досить багатим. Вiн, зокрема, мi-
стить оператори вигляду F−1[aα(ξ)F ], де aα – однорiдна
функцiя порядку α певної гладкостi. У випадку цiлих α до
цього класу належать усi однорiднi диференцiальнi опера-
тори частинних похiдних порядку α.

Вперше гiперсингулярнi iнтеграли з однорiдною харак-
теристикою з’явилися в працях Р. Вiдена [98, 99]; згодом,
з характеристикою Ω(x, y) – у М. Фiшера [100]. У формi
(1.10) гiперсингулярнi iнтеграли розглядалися С.Г. Сам-
ком [96,101,102].

Випадок однорiдних символiв має важливi застосуван-
ня в теорiї випадкових процесiв. Наприклад, ПДО Рiсса
з символом |ξ|γ, ξ ∈ Rn, 0 < γ < 1, є твiрним операто-
ром симетричного стiйкого процесу [103]. Фундаментальнi
розв’язки задачi Кошi для параболiчних ПДР, якi мiстять
ПДО, побудованi за символом |ξ|γ, ξ ∈ Rn, 0 < γ ≤ 2, мож-
на трактувати як густини розподiлiв ймовiрностей деяких
випадкових величин. Як зазначено в [104], при 0 < γ < 1
такi розподiли дослiджувалися Д. Пойа, при γ = 1 – О.
Кошi, при γ = 3/2 – Ж. Хольцмарком, а при γ = 2 – К.
Гауссом.

Теорiя ПДО з негладкими символами має своє засто-
сування i в сучаснiй теорiї фракталiв. У [86] та цитова-
них там працях Р.Р. Нiгматулiна, М.М. Джрбашяна й А.Б.
Нерсесяна йдеться про дослiдження дифузiйних процесiв
у фрактальних середовищах завдяки еволюцiйним рiвнян-
ням дробового порядку з негладкими символами.
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Дослiдження модельних лiнiйних параболiчних ПДР
зi сталими однорiдними негладкими в точцi 0 символа-
ми було розпочате С.Д. Ейдельманом та Я.М. Дрiнем в
[105]. Згодом вони розглядали рiвняння бiльш загального
вигляду й одержали ряд важливих результатiв, пов’язаних
з розв’язнiстю задачi Кошi в класах гельдерових функ-
цiй, з iнтегральним зображенням розв’язку, шаудерiвсь-
кими оцiнками та властивiстю стабiлiзацiї розв’язку [106–
108]. Точну асимптотичну поведiнку фундаментального
розв’язку при |x| → ∞ було встановлено М.В. Федорю-
ком [109]. З’ясовано, що вона не є експоненцiйною, як у
випадку параболiчних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними, а степеневою. Згодом W.R. Schneider [110]
(див. також [111]), використовуючи перетворення Меллi-
на, встановлює зображення густин ”стiйких розподiлiв”
у виглядi спецiальної H-функцiї Фокса i, як наслiдок,
одержує зазначену асимптотичну поведiнку цих густин.
Методика дослiдження властивостей фундаментального
розв’язку, яка використовувалася в зазначених працях
(крiм [110]), своєю специфiкою накладає обмеження на по-
рядок однорiдностi γ головного символу рiвняння: γ > 1.

А.Н. Кочубей в [103] вперше одержав точнi оцiнки па-
раметрикса задачi Кошi для лiнiйного ППДР з символами
певної гладкостi поза початком координат, залежними вiд
часу та просторової змiнної у випадку, коли розмiрнiсть
простору бiльша за одиницю та γ ≥ 1. Новий пiдхiд до до-
слiдження параметрикса, запропонований в [103], базуєть-
ся на використаннi елементiв теорiї узагальнених функ-
цiй, гармонiйного аналiзу i гiперсингулярних iнтегралiв.
В [103] доведено також теорему про розв’язнiсть задачi
Кошi в класах функцiй з певним степеневим зростанням
при |x| → ∞. В [103, 111] встановлено аналог принципу
максимуму, завдяки якому доведено теорему про єдинiсть
розв’язку задачi Кошi в класах невiд’ємних спадних функ-
цiй.
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В.В. Городецьким в [27] дослiджена задача Кошi для
еволюцiйного рiвняння з ПДО, символом якого є нескiн-
ченно диференцiйовна поза початком координат однорiдна
функцiя з показником однорiдностi γ > 1. Будується спе-
цiальний простiр Φ основних функцiй, що породжується
властивостями фундаментального розв’язку G(t, x), при
цьому G(t, ·) ∈ Φ при кожному t > 0. Розв’язок задачi
Кошi дається у виглядi згортки G(t, x) ∗ f , де f – узагаль-
нена функцiя з простору Φ′. З’ясовано, що якщо f – фiнiт-
на узагальнена функцiя, то u(t, x) = G(t, x)∗f – звичайний
(класичний) розв’язок рiвняння, нескiнченно диференцiй-
овний по x, u(t, ·) ∈ Φ при кожному t > 0, але u(t, ·) → f
при t → +0 у просторi Φ′, тобто f – граничне значення
u(t, ·) при t → +0 у просторi Φ′. Отже, для зазначеного
еволюцiйного рiвняння можна розглядати задачу Кошi з
початковими даними – узагальненими функцiями з про-
стору Φ′. Для цiєї задачi в [27] встановлюється її коректна
розв’язнiсть у просторi Φ′, доводиться принцип локалiзацiї
та властивiсть слабкої стабiлiзацiї розв’язку задачi Кошi.
Зазначена схема дослiдження задачi Кошi та одержанi ре-
зультати поширюються в [112] на випадок рiвняння полi-
номiального вигляду.

У [113] визначено новий клас вироджених параболiч-
них рiвнянь, якi можуть мiстити ПДО з негладкими сим-
волами. Вiн природно узагальнює класичне рiвняння ди-
фузiї з iнерцiєю Колмогорова. Для модельних рiвнянь з
цього класу будуються й дослiджуються фундаментальнi
розв’язки; наводяться приклади.

Дисертацiйна робота Р.Я. Дрiня [114] присвячена до-
слiдженню якiсних властивостей розв’язкiв параболiчних
ПДР з негладкими символами. Одержано асимптотичне
зображення фундаментального розв’язку задачi Кошi для
рiвняння дифузiї з псевдодиференцiальним доданком у
випадку n ∈ {1, 3}, доведено єдинiсть невiд’ємних слаб-
ких розв’язкiв задачi Кошi для зазначеного рiвняння ди-
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фузiї, ряд теорем про стабiлiзацiю розв’язкiв задачi Ко-
шi, а також теорему про стiйкiсть тривiального розв’язку
та теорему типу Лiувiлля. Дослiдженню якiсних власти-
востей розв’язкiв ППДР та систем присвяченi також пра-
цi [115–118].

У працях [119, 120] встановлено коректну розв’язнiсть
задачi Кошi для ППДР, що є полiномами певних ПДО,
з початковими даними з просторiв узагальнених функцiй
скiнченного або нескiнченного порядкiв типу розподiлiв
та ультрарозподiлiв, дослiджено властивостi локалiзацiї та
слабкої стабiлiзацiї розв’язкiв задачi Кошi для вказаних
рiвнянь.

В.А. Лiтовченком в [121–123] побудовано новi класи па-
раболiчних ПДР i систем з опуклими символами псевдо-
диференцiювання рiзного ступеня гладкостi, залежними
лише вiд параметра t, класи параболiчних перiодичних
ПДО, параболiчних ПДР i систем з точково-негладкими
символами псевдодиференцiювання, якi не залежать вiд
просторового параметра i мають за просторовою змiнною
характернi для степеневих функцiй властивостi. Встанов-
лено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для означених
ППДР i систем у випадку, коли початковi данi можуть
бути узагальненими функцiями типу розподiлiв або уль-
трарозподiлiв, дослiдженi властивостi локалiзацiї та ста-
бiлiзацiї розв’язкiв.

Задача Кошi для еволюцiйних рiвнянь з псевдобесселе-
вими операторами (побудованими за ”сталими” символа-
ми) у певному просторi (

◦
Φ)′ узагальнених функцiй типу

розподiлiв дослiджена В.В. Городецьким та О.М. Леню-
ком у працях [124,125]. Встановлено коректну розв’язнiсть
задачi Кошi з початковими даними з простору (

◦
Φ)′,

який спiвпадає з множиною початкових значень гладких
розв’язкiв таких рiвнянь; знайдено зображення розв’язку.
Аналогiчнi результати отриманi в [126] для еволюцiйного
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рiвняння з оператором φ(A), де φ(A) – цiла функцiя вiд
псевдобесселевого оператора A.

1.4. Задача Кошi для рiвнянь з частинними
похiдними нескiнченного порядку

Детальний огляд праць, присвячених задачi Кошi
для рiвнянь iз ПДО з аналiтичними символами, що утво-
рюють алгебру в рiзних просторах основних та узагаль-
нених функцiй i визначаються як диференцiальнi опера-
тори нескiнченного порядку, проведено в [127]. Особливої
уваги заслуговують результати дослiджень Ю.А. Дубiнсь-
кого, який розвинув теорiю задачi Кошi в просторах Со-
болєва W∞ нескiнченного порядку для ПДР з аналiтични-
ми символами, запропонував варiант теорiї узагальнених
функцiй, в рамках якої позитивно вирiшується проблема
розв’язностi задачi Кошi для довiльного лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння з частинними похiдними зi сталими
коефiцiєнтами.

Пiд просторами Соболєва W∞ розумiють рiзнi класи
нескiнченно диференцiйовних функцiй дiйсних змiнних x1,
. . . , xn, для яких

ρ(u) =
∞∑

|α|=0

aα∥Dαu∥pαrα < +∞,

де ∥Dαu∥rα позначає норму похiдної Dαu у просторах
Лебега Lrα , α = (α1, . . . , αn) – мультиiндекс з цiлими
невiд’ємними координатами, rα ≥ 1, pα ≥ 1 – довiльнi чис-
ловi послiдовностi. Визначальною умовою коректностi за-
дачi Кошi є умова нетривiальностi вiдповiдних просторiв
Соболєва нескiнченного порядку. У працях [128–132] знай-
дено критерiї нетривiальностi просторiв Соболєва W∞ у
випадку евклiдового простору Rn, простору майже перiо-
дичних та перiодичних функцiй, обмеженої та конiчної об-
ластей. У працях [133,134] дослiдженi простори Соболєва-
Орлiча нескiнченного порядку функцiй, заданих на Rn або
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на обмеженiй областi G ⊂ Rn. С.Р. Умаровим [135] знай-
дено необхiднi й достатнi умови нетривiальностi просторiв
нескiнченного порядку, породжених одним або декiлькома
спектральними за Данфордом операторами.

Простори Соболєва нескiнченного порядку як границi
просторiв Соболєва скiнченного порядку, властивостi се-
парабельностi, рефлексивностi, рiвномiрної опуклостi та
вкладення таких просторiв дослiджували Ю.А. Дубiнсь-
кий [136,137], Ха Зуй Банг [138] та Г.С. Балашова [139].

У працi [140] позитивно вирiшується проблема корект-
ної розв’язностi задачi Кошi для рiвняння

∂mt u+
m−1∑
k=0

Ak(t,Dx)∂
k
t u = h(t, x), t ∈ R, x ∈ R,m ∈ N,

у просторах Соболєва нескiнченного порядкуW∞
R таW−∞

R ;
при цьому W∞

R складається з функцiй, перетвореннями
Фур’є яких є фiнiтнi в кулi SR функцiї, W−∞

R – простiр,
топологiчно спряжений з просторомW∞

R , Ak(t,D) – лiнiйнi
диференцiальнi оператори (взагалi кажучи, нескiнченного
порядку), символами яких є аналiтичнi в крузi |ξ| < R
функцiї.

В [141] Ю.А. Дубiнським запропоновано метод дослiд-
ження деяких класiв рiвнянь з частинними похiдними (зо-
крема, класичних рiвнянь математичної фiзики), який ви-
користовує алгебру диференцiальних операторiв нескiн-
ченного порядку, що мають сталий аналiтичний символ i
дiють у вiдповiдних просторах Соболєва нескiнченного по-
рядку. Це дозволяє шляхом належного введення парамет-
ра розв’язувати диференцiальне рiвняння з частинними
похiдними як звичайне диференцiальне рiвняння, приєд-
навши до нього початковi або крайовi умови. Вiдшукання
розв’язку зводиться або до прямого застосування дифе-
ренцiального оператора нескiнченного порядку до вихiд-
них даних задачi, або до розв’язання диференцiального
рiвняння нескiнченного порядку меншої розмiрностi.
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Алгебра диференцiальних операторiв нескiнченного
порядку використовується в [142, 143] також при дослiд-
женнi ПДР з комплексним аргументом. Областю визна-
чення ПДО є простiр експоненцальних функцiй при пря-
муваннi типiв цих функцiй до певної границi. При цьому
алгебра ПДО з аналiтичними в областi Ω символами iзо-
морфна простору експоненцiйних функцiй, зростаючих в
областi аналiтичностi символа, що дозволяє застосувати
метод Хевiсайда класичного числення i вивчити ряд задач
для диференцiальних та псевдодиференцiальних рiвнянь
з комплексним аргументом.

Ф. Трев у працi [144] довiв локальну розв’язнiсть задачi
Кошi для довiльного рiвняння з частинними похiдними ти-
пу Кошi-Ковалевської у класах аналiтичних функцiоналiв.
При цьому зазначено, що розв’язок може бути зображений
за допомогою диференцiального оператора нескiнченно-
го порядку (гiпердиференцiального оператора). Зауважи-
мо також, що Тревом при дослiдженнi задачi Кошi вико-
ристовувалися простори функцiй, перетвореннями Фур’є
яких є функцiї, iнтегровнi з вагою exp(b|ξ|), b > 0. Цi
простори є просторами Соболєва нескiнченного порядку,
параметри яких залежать вiд структури конкретного до-
слiджуваного рiвняння.

У монографiї [145] побудовано аналоги просторiв Со-
болєва нескiнченного порядку на торi, даються вiдповiдi
на питання про нетривiальнiсть та нескiнченновимiрнiсть
таких просторiв. Для рiвняння з частинними похiдними
нескiнченного порядку

∞∑
|s|=0

as
∂|s|u(x, t)

∂ts0∂xs11 . . . ∂xsmm
= f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

(1.11)
в [145] розглядається задача

∂αu

∂tα

∣∣∣
t=0

− µ
∂αu

∂tα

∣∣∣
t=T

= 0, α = 0, 1, . . . , (1.12)
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де Ω – m-вимiрний тор, x = (x1, . . . , xm), s =
(s0, s1, . . . , sm), |s| = s0 + s1 + · · · + sm; µ, as – комплекс-
нi числа. Нелокальнi умови (1.12) можна вважати умова-
ми, якi узагальнюють умови перiодичностi, тобто задачу
(1.11), (1.12) можна розумiти як задачу Кошi. Знайдено
умови iснування та єдиностi розв’язку вказаної задачi.

За допомогою диференцiально-символьного методу в
монографiї П.I. Каленюка та З.М. Нитребича [146] дослiд-
жується задача Кошi для розв’язного вiдносно старшої
похiдної за часом лiнiйного однорiдного диференцiально-
го рiвняння з частинними похiдними та сталими коефi-
цiєнтами загалом також нескiнченного порядку за просто-
ровими змiнними. Знайдено класи iснування та єдиностi
розв’язкiв дослiджуваних задач. У цих класах для шука-
них розв’язкiв побудовано формули у виглядi скiнченних
сум або збiжних рядiв. Запропоновано можливi шляхи пе-
реходу вiд наведених формул розв’язкiв задач, одержаних
за допомогою диференцiально-символьного методу, до вi-
домих формул, одержаних iншими методами.

У працi [147] дослiджується задача Кошi для рiвняння
вигляду

∂u/∂t+ φ(Dx)u = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R, (1.13)

з оператором диференцiювання φ(Dx) =
∞∑
k=0

bk(−iDx)
k

нескiнченного порядку. Знайдено необхiднi й достатнi умо-
ви, при виконаннi яких оператор φ(Dx) визначений i є
неперервним у просторах типу W , введених в [13]. За
умови, що eφ – елемент одного з просторiв типу W , а φ
– мультиплiкатор у такому просторi, доведено коректну
розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння (1.13) з початковою
узагальненою функцiєю f , яка є згортувачем у вiдповiд-
ному просторi. Знайдено зображення розв’язку у виглядi
згортки F [etφ] ∗ f , де F – перетворення Фур’є.
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Диференцiальнi рiвняння нескiнченного порядку
вигляду

∞∑
k=0

ckD
k(F, f) = Φ (1.14)

вивчалися в монографiї [148]. Тут Dk(F, ·) – оператор уза-
гальненого диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва, по-

роджений цiлою функцiєю F (z) =
∞∑
k=0

akz
k, ak ̸= 0, ∀k ∈

Z+, скiнченного типу σ ̸= 0, f(z) =
∞∑
k=0

bkz
k – довiльна

функцiя з простору AR, 0 < R ≤ ∞, – простору однознач-
них i аналiтичних у крузi |z| ≤ R функцiй з топологiєю
компактної збiжностi (AR не є нормованим простором, але
в той же час AR – простiр Фреше). За означенням, вираз

Dn(F, f) =
∞∑
k=0

bk
ak−n
ak

zk−n

називається узагальненою похiдною порядку n функцiї f ,
породженою функцiєю F [148]. Зокрема, якщо F (z) = ez,
то Dn(ez, f) = dnf/dzn, тобто Dn(F, f) дiйсно можна розу-
мiти як узагальнену похiдну n-го порядку вiд функцiї f(z),
породжену (замiсть функцiї ez) функцiєю F (z). В [148]
знайдено умови, за яких рiвняння (1.14) має розв’язок,
який є цiлою функцiєю певного порядку.

Питання про зображення лiнiйних неперервних опера-
торiв, що дiють у просторi AR, у виглядi диференцiальних
операторiв нескiнченного порядку вивчали Ю.Ф. Коробей-
ник у працi [149] та М.I. Нагнибiда у працi [150]. В.В. Под-
порiн [151] детально розглянув питання про можливiсть
такого зображення для довiльних лiнiйних операторiв, ко-
трi неперервно дiють у загальних просторах степеневих
рядiв багатьох змiнних. С.С. Лiнчук у працях [152–155] до-
слiдив критерiї застосовностi диференцiальних операторiв
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нескiнченного порядку вiдносно узагальненого диференцi-
ювання до широкого класу формальних степеневих рядiв,
надiленого нормальною топологiєю Кете [156].

Стосовно технiки диференцiальних операторiв нескiн-
ченного порядку вiдзначимо також, що її формалiзм з
успiхом використовувався при розв’язуваннi багатьох кон-
кретних задач механiки та фiзики. Видiлимо в цьому на-
прямку дослiдження, проведенi в працях [2, 157–159].

1.5. Нелокальнi задачi для
диференцiально-операторних рiвнянь та
рiвнянь з частинними похiдними

Останнiм часом теорiя нелокальних крайових задач
набула широкого розвитку. Це обумовлено тим, що такi за-
дачi мають багато застосувань у механiцi, фiзицi, хiмiї, бiо-
логiї, екологiї та iнших природничо-наукових дисциплiнах,
якi виникають при математичному моделюваннi рiзних
процесiв. Прикладами можуть служити задачi, пов’язанi з
дослiдженнями процесiв поширення тепла [160–169], воло-
гопереносу у капiлярно-пористих середовищах [170, 171],
дифузiї [172, 173] та деяких теплових процесiв [174, 175],
оберненi задачi для параболiчних рiвнянь [176–181], а та-
кож задачi математичної бiологiї [182] та демографiї [183].
Нелокальнi задачi мають також практичне застосування
при розв’язаннi задач механiки твердого тiла [184].

У працi [185] А.М. Нахушев сформулював загальне
означення нелокальних умов та навiв їх класифiкацiю.
Вперше на доцiльнiсть їх використання з точки зору за-
гальної теорiї крайових задач вказав О.О. Дезiн [186], який
дослiджував розв’язнi розширення диференцiальних опе-
раторiв, породжених загальною диференцiальною опера-
цiєю зi сталими коефiцiєнтами. Вiн показав, що для по-
становки коректної крайової задачi необхiдно використо-
вувати поряд з локальними i нелокальнi умови [186–188].

Нелокальнi крайовi задачi у рiзних аспектах вивчали
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багато математикiв, використовуючи при цьому рiзнi ме-
тоди й пiдходи: М.Ю. Юнусов [189,190], А.Х. Мамян [191],
В.К. Романко [192–199], О.А. Макаров [200, 201], Г.I. Лап-
тєв i С.Г. Крейн [202–204], М.К. Балаєв i С.Я. Якубов [205],
А. Бiцадзе та О. Самарський [206] та iн.

Проаналiзуємо детальнiше одержанi результати.
У працi [189] розглядалася задача з малим параметром

ε
duε(t)

dt
− Auε(t) = f(t), t ∈ (0; b),

µuε(0)− uε(b) = 0.

Доведено, що при виконаннi умов

|A(s)| ≥ c > 0,
∣∣∣µ− ebA(s)|ε|

∣∣∣ ≥ δ > 0

iснує єдиний розв’язок, який зображається у виглядi ряду
за власними функцiями оператора A, а також дослiджено
властивостi розв’язку, зокрема, його поведiнку при ε→ 0.

Вiдзначимо, що А.Х. Мамян [191] встановив, що iсну-
ють такi диференцiальнi рiвняння з частинними похiдни-
ми в шарi, для яких неможливо сформулювати жодної ко-
ректної локальної задачi; водночас коректнi задачi iсну-
ють, якщо залучити нелокальнi умови.

Подальший розвиток дослiджень О.О. Дезiна про-
довжено в циклi робiт В.К. Романка [192–199]. Зокре-
ма, за допомогою операцiйного числення встановлено
умови iснування єдиного узагальненого розв’язку для
диференцiально-операторного рiвняння m-го порядку з
нелокальними умовами вигляду

m−1∑
l=0

[αjlu
(l)(0)− βjlu

(l)(T )] = 0, j = 1, . . . ,m.

Праця [197] присвячена вивченню систем двох рiвнянь

Dtu(t, x)− AP (Dx)u(t, x) = f(t, x),
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де A – ненульова квадратна матриця, P (Dx) – лiнiйний
диференцiальний оператор з комплексними коефiцiєнта-
ми. Для цих систем знайденi нелокальнi умови

µjD
lj
xj
u(t, x)|xj=0 = Dlj

xj
u(t, x)|xj=b,

lj = 0, 1, . . . , rj − 1, j = 1, . . . , n,

M1u(x, 0)−M2u(x, T ) = 0,

якi визначають правильний оператор. Тут µj ̸= 0 – ком-
плекснi числа, rj – порядок P (Dx) за змiнною xj, а M1, M2

– квадратнi комплекснi матрицi.
Дослiдженням крайових задач для диференцiально-

операторних рiвнянь другого порядку в банаховому про-
сторi займалися С.Г. Крейн та Г.I. Лаптєв [202–204]. Вони
встановили необхiднi й достатнi умови iснування та єди-
ностi узагальненого розв’язку крайової задачi

u′′(t)− Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ],

2∑
j=1

[αrju
(j−1)(0) + βrju

(j−1)(T )] = fr, r = 1, 2,

де A – замкнений лiнiйний (зi всюди щiльною у комплекс-
ному банаховому просторi E областю визначення) опе-
ратор, який є породжуючим оператором аналiтичної пiв-
групи, u(t) i f(t) – функцiї зi значеннями в E, αrj i βrj –
комплекснi числа.

Загальна постановка нелокальних крайових задач була
сформульована А. Бiцадзе та О. Самарським [172,206] для
рiвнянь елiптичного i параболiчного типiв другого поряд-
ку з крайовими умовами, якi пов’язують значення шуканої
функцiї на частинi S границi ∂Q областi Q, що розгля-
дається, зi значеннями в образi S при заданому дифео-
морфiзмi ψ: S → Q (поверхнi S на ψ(S) ∈ Q), причому на
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∂Q \ S задаються умови Дiрiхле. Праця [172] присвячена
вивченню однозначної розв’язностi модельної задачi

−∆u(x) = f(x), x = (x1, x2) ⊂ (0, 2)× (0, 1),

u(x1, 0) = u(x1, 1) = 0, x1 ∈ [0, 2],

u(0, x2) = γ1u(1, x2), u(2, x2) = γ2u(1, x2), x2 ∈ [0, 1],

для γ1 = 0, γ2 = 1, при цьому використовувався прин-
цип максимуму. Дослiдження у [207–220] стосувалися або
узагальнень задачi, сформульованої в [172], у тому числi
i на рiвняння високого порядку, або ж модельних задач з
конкретними вiдображеннями ψ для елiптичних рiвнянь.

Розв’язнiсть нелокальних крайових задач для пара-
болiчних рiвнянь вивчалася у працях [162–164, 166, 167,
221–230].

У працях [162–164] дослiджувалося одновимiрне рiв-
няння теплопровiдностi

ut − uxx = f(t, x), x ∈ [0, 1], t > 0,

з початковою умовою

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

та нелокальними умовами

a1ux(0, t) + b1ux(1, t) + a0u(0, t) + b0u(1, t) = 0

c1ux(0, t) + d1ux(1, t) + c0u(0, t) + d0u(1, t) = 0,

а також з умовами
1∫

0

u(x, t)dx = µ(t), u(0, t) = ν(t).

Встановлено iснування класичного розв’язку, отрима-
но двостороннi апрiорнi оцiнки розв’язку задачi, доведено
його єдинiсть i стiйкiсть.
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Одновимiрне рiвняння теплопровiдностi в областi
{(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} вивчалося у [166]. Для
нього за допомогою методу iнтегральних рiвнянь знайде-
но умови iснування розв’язку, що задовольняє умови

u(0, t) = φ0(t), u(l, t) = φl(t), 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0) = ω(x)u(x, T ), ω ∈ C(0, l), 0 < ω(x) < 1,

а також за допомогою принципу екстремуму доведено
єдинiсть розв’язку.

У працi [167] одержано аналогiчнi результати для ба-
гатовимiрного рiвняння теплопровiдностi в цилiндричнiй
областi.

Дослiдженням деяких крайових задач для параболiч-
ного рiвняння

ut − a(x, t)uxx + c(x, t)u = f(x, t)

з нелокальними умовами

α1(t)u(a, t) + α2(t)u(b, t) + α3(t)ux(a, t) + α4(t)ux(b, t) = 0,

β1(t)u(a, t) + β2(t)u(b, t) + β3(t)ux(a, t) + β4(t)ux(b, t) = 0

займався О.I. Кожанов. У працi [222] на основi методу ре-
гуляризацiї вiн довiв розв’язнiсть вiдповiдних крайових за-
дач, а у [223] поширив одержанi результати на випадок
iнтегральних умов.

Питанню розв’язностi крайових задач для рiвняння
теплопровiдностi

ut = a(t)∆u+ F (x, t), x ∈ Rn,

де ∆ – оператор Лапласа за змiнною x, коли коефiцiєнт
a(t) в iнтервалi (0, T ) може набувати як додатних, так i
вiд’ємних значень, присвячена робота [230]. Для такого ти-
пу рiвняння задача Кошi iз початковою при t = 0 умовою
некоректна, але, задавши нелокальнi умови

u(x, 0) + hu(x, T ) = f(x), h = const,
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початкова i крайовi задачi для вказаного рiвняння будуть
регулярно розв’язними.

У працях [146,231,232] дослiджуються у шарi Rn×(0, T )
задачi з нелокальними крайовими умовами за часовою
змiнною для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними по-
хiдними першого порядку за часовою змiнною i нескiн-
ченного порядку за просторовими координатами. За допо-
могою операцiйного (диференцiально-символьного) мето-
ду видiлено класи iснування та єдиностi розв’язкiв задач,
а також побудовано розв’язки у явному виглядi.

Спектральнi властивостi нелокальних задач для рiв-
нянь з частинними похiдними та диференцiально-
операторних рiвнянь дослiджувалися у монографiї [233],
вона також мiстить детальний огляд лiтератури з цього
питання.

Дослiдженням нелокальних крайових задач для
диференцiально-операторних рiвнянь займалися В. Че-
салiн, М. Юрчук та I. Енгельман у [234–239]. Зокрема,
у [234] вивчалася задача для абстрактного рiвняння Лява

u′′(t)− A(u(t) + λu′′(t)) = f(t), t ∈ [0, T ], λ ≥ 0,

з нелокальними умовами

B1(µ)u
(r−1)(0)−B2(µ)u

(r−1)(T ) = φr, r = 1, 2,

де A – самоспряжений i додатновизначений оператор,
B1(µ), B2(µ) – лiнiйнi неперервнi оператори у гiльберто-
вову просторi H; φ1, φ2 ∈ H, f , u – функцiї iз значення-
ми в H. Частинний випадок цiєї задачi, коли B1(µ) = 1 ,
B2(µ) = µ, розглядався в [235]. У працi [236] дослiджува-
лася задача для диференцiально-операторного рiвняння

m∏
r=1

(u′′(t) + Aru(t)) = f(t), t ∈ [0, T ],

з умовами

u(j)(0)− µju
(j)(T ) = φj, j = {0, 1, . . . , 2m− 1},
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де Ar – самоспряженi i додатновизначенi оператори, якi
попарно комутують. У працях [237–239] одержанi ре-
зультати для ряду важливих випадкiв диференцiально-
операторних рiвнянь.

Дослiдженням двоточкової нелокальної задачi

∂u(t, x)

∂t
= ∆xu(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn,

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), µ ∈ R,

займалися Л.I. Корбут та М.I. Матiйчук [240]. Вони знай-
шли розв’язок вказаної задачi, використавши при цьому
перетворення Фур’є. Бiльш загальнi нелокальнi умови за
часовою змiнною для параболiчних рiвнянь були наведенi
в роботах Дж. Чабровскi [241], В. Шелухiна [242–244],
Г. Лiбермана [245]. В цих роботах доведено iснування
розв’язку в класах гладких функцiй.

У працi [246] дослiджувалася крайова задача

u′(t)− Au(t) = 0, t ∈ (0, a),

Bu|t=0 = Cu|t=a, (1.15)

яка розглядалася в гiльбертовому просторi L2([0, 1], H)
для обмежених операторiв A1 = A+ λI, B, C. У випадку,
коли система власних векторiв оператора A1 утворює базу
в H, сформульованi умови регулярностi та нерегулярностi
крайових умов (1.15).

У працi [247] вивчалося питання iснування та регуляр-
ностi розв’язкiв узагальненої нормальної крайової задачi
для квазiлiнiйних параболiчних систем.

Питання про iснування коректної двоточкової задачi
для систем рiвнянь

ut(t, x) = Aux(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (1.16)
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дослiджено в [201]. Матриця-функцiя A(σ) належить до
простору нескiнченно диференцiйовних функцiй степене-
вого зростання. Доведено, що для системи (1.16) завжди
знайдуться крайовi умови вигляду

B
( ∂
∂x

)
u(0, x) + C

( ∂
∂x

)
u(T, x) = φ(x) (1.17)

такi, що задача (1.16), (1.17) коректно розв’язна у просторi
Соболєва-Слободецького; при цьому знайдено зображення

операторiв B
( ∂
∂x

)
i C
( ∂
∂x

)
.

Дослiдженням коректної розв’язностi задач з нелокаль-
ними умовами за змiнною t та умовами перiодичностi або
умовами типу умов Дiрiхле за просторовими змiнними x1,
. . . , xp для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв,
компоненти яких виражаються через параметри задач,
займався Б.Й. Пташник та його учнi [145,248–257]. Важли-
вими результатами цих дослiджень є аналiз оцiнок знизу
малих знаменникiв, що виникають при побудовi розв’язкiв
задач. Розглядалися переважно випадки, коли коефiцiєн-
ти (параметри) задачi є незалежними параметрами, до-
слiдження здiйснювалися за допомогою метричного пiд-
ходу.

У працях [145, 257–259] встановлена розв’язнiсть нело-
кальних багатоточкових задач для безтипних рiвнянь i си-
стем таких рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, що розгля-
даються в областi Dp, у класi просторiв СоболєваHq функ-
цiй 2π-перiодичних за x. Слiд зазначити, що у [145, 253]
вперше розглянуто випадок нелокальної задачi з алгеб-
раїчно залежними коефiцiєнтами рiвняння (вектор, скла-
дений iз коефiцiєнтiв рiвняння, належить до деякого ал-
гебраїчного многовиду), причому розв’язнiсть задачi в
шкалi просторiв Соболєва доведено для майже всiх кое-
фiцiєнтiв алгебраїчної залежностi (для майже всiх алгеб-
раїчних многовидiв).
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Дослiдженням нелокальних задач для рiвнянь та си-
стем рiвнянь з частинними похiдними зi зсувами аргумен-
тiв займаються В.С. Iлькiв, О.М. Медвiдь, М.М. Симотюк,
Т.В Магеровська у [260–263]. Зокрема, у працi [263] в ци-
лiндричнiй областi Dp = [0, T ] × Ωp

2π, де T > 0, Ωp
2π – p-

вимiрний тор, розглядається задача

∂tu = A1(D)uξ1 + · · ·+ AQ(D)uξQ , (1.18)

Mu|t=0 − u|t=T = φ, (1.19)

причому M = diag(µ1, . . . , µm), число µj належить кругу
Sj = {z ∈ C : |z − θj| < Rj}, θj ∈ C, Rj > 0, матричнi ди-
ференцiальнi вирази Aj(D) = Aj(−i∂x1, . . . ,−i∂xp) мають
сталi комплекснi коефiцiєнти. Встановлено умови iснуван-
ня та єдиностi розв’язку задачi (1.18), (1.19). Розв’язок шу-
кається у шкалi гiльбертових просторiв 2π-перiодичних за
змiнною x вектор-функцiй з експоненцiйною поведiнкою
коефiцiєнтiв Фур’є. Доведено розв’язнiсть задачi (1.18),
(1.19) для майже всiх (за винятком множини як завгодно
малої мiри) значень вектора параметрiв µ = (µ1, . . . , µm)
у нелокальних умовах (1.19), а також встановлено оцiнки
знизу малих знаменникiв, що виникають при дослiдженнi
гладкостi розв’язку.

Дослiдженнями задач з нелокальними крайовими умо-
вами у шкалах соболєвських просторiв у дiйснiй областi
займалося багато авторiв [145, 257, 260, 264]. Iнтерес пред-
ставляє поширення результатiв теорiї нелокальних задач
для диференцiальних рiвнянь i систем рiвнянь з частинни-
ми похiдними на класи гiльбертових просторiв Херманде-
ра, якi утворюють уточнену соболєвську шкалу у випадку
функцiй з комплексними змiнними.

У працi [265] одержанi результати, якi присвяченi до-
слiдженню у соболєвськiй шкалi просторiв функцiй ба-
гатьох комплексних змiнних задачi з нелокальними дво-
точковими умовами для рiвняння з частинними похiд-
ними з оператором диференцiювання B = (B1, . . . , Bp),
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де оператор узагальненого диференцiювання Bj ≡ zj
∂

∂zj
,

j = 1, . . . , p, дiє за комплексною змiнною zj.
Результати, наведенi в [265], поширюються зi шкали со-

болєвських просторiв на уточнену шкалу Соболєва у [266].
Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi
(в цилiндричнiй областi Dp = [0, T ] × Sp, T > 0, p ≥ 2,
S ⊂ C \ {0} – однозв’язна область) для диференцiально-
операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

L
( ∂
∂t
, B
)
u ≡

∑
s0+|s|≤n

as0,sB
s∂

s0u

∂ts0
= f

з нелокальними умовами

µ
∂mu

∂tm

∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣
t=T

= φm, m = 0, 1, . . . , n− 1,

де s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1+· · ·+sp, as0,s ∈ C, an,0 = 1,
µ ∈ C, φ0 = φ0(z), φ1 = φ1(z), . . . , φm−1 = φm−1(z),
f = f(t, z) – заданi функцiї, Bs = Bs1

1 . . . B
sp
p – вектор-

ний оператор з операторiв узагальненого диференцiюван-

ня Bj ≡ zj
∂

∂zj
, причому B0

ju ≡ u, Bl
ju = Bj(B

l−1
j u),

(j = 1, . . . , p, l = 1, . . . , n) i Bj(z
k) = kjz

k, у просторi W ′

(простiр узагальнених функцiй, якi є формальними ряда-
ми Лорана).

У працi [267] встановлено умови однозначної
розв’язностi нелокальних крайових задач для однорiдних
та неоднорiдних диференцiальних рiвнянь з операто-

ром диференцiювання B = (B1, . . . , Bp) (Bj = zj
∂

∂zj
,

j = 1, . . . , p) у класi функцiй багатьох комплексних
змiнних. Доведено теореми метричного характеру про
оцiнки знизу малих знаменникiв, що виникають при
побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, з яких випливає
їх однозначна розв’язнiсть у просторах функцiй, що є
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рядами Дiрiхле-Тейлора iз заданим спектром, для майже
всiх векторiв, компоненти яких виражаються через коефi-
цiєнти рiвнянь та параметри крайових умов. Частковий
випадок даних задач з цiлочисловим спектром дослiджено
в роботi [265]; особливостi випадку p = 1 встановлено
в [268].

Задачi з нелокальними умовами виникають у теорiї пе-
рiодичних хвилеводiв. У працi [269] дослiджується дифе-
ренцiальне рiвняння

d

dt

(
p(t)

dz

dt

)
+Q(t)z + f(t, z) = 0, 0 < t < ω,

у гiльбертовому просторi H з умовами

z(ω) = ρz(0), z′(ω) = ρz′(0), |ρ| = 1,

причому оператор p(t) обмежений i додатно визначений
в H для кожного t ∈ [0, ω], f(t, z) – обмежений оператор
при кожному t ∈ (0, ω), оператор Q(t) має, взагалi кажучи,
залежну вiд t область визначення. Доведено розв’язнiсть
вказаної задачi, яка є еквiвалентною iснуванню стацiонар-
ної точки деякого функцiоналу.

Критерiї коректностi нелокальних крайових задач у
смузi Π = Rn × [0, T ] для диференцiально-операторного
рiвняння вигляду

∂u

∂t
= P (−iDx)u, (1.20)

наведенi в працях [270–272]. Зокрема, у випадку двоточ-
кової за часом задачi для рiвняння (1.20) з умовою

Au(x, 0)− u(x, T ) = u0(x)

критерiй коректностi в класi функцiй степеневого зростан-
ня формулюється у виглядi виконання умови

A− eTP (λ) ̸= 0, ∀λ ∈ Rn,
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де A = A(Ix), A(σ) – полiном зi сталими коефiцiєнтами.
Дослiдження класичних та узагальнених розв’язкiв

нелокальних задач для майже лiнiйних i квазiлiнiйних
гiперболiчних рiвнянь i систем рiвнянь першого поряд-
ку з двома незалежними змiнними проводив I.Я. Кмiть
у [273,274].

Дослiдженню в банаховому просторi крайової задачi
для диференцiально-операторного рiвняння другого по-
рядку

u′′(t) = Au′(t) + g(t), 0 ≤ t ≤ T,

Liu = αi1u(0) +αi2u
′(0) + βi1u(T ) + βi2u

′(T ) = fi, i = 1, 2,

присвячена праця [275]. Отримано необхiдну умову ко-
ректностi: σ(A) ∩ Λ = ∅, де σ(A) – спектр оператора A,
Λ – множина власних значень скалярної задачi

y′′(t) = λy(t), L1y = L2y = 0.

Для рiвняння

ymuxx − uyy − b− 2ymu = 0

в прямокутнику {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < T}, де m >
0, b ≥ 0, T > 0, методом спектрального аналiзу в [276]
доведено теореми єдиностi та iснування розв’язку задачi з
початковими умовами

u(x, 0) = τ(x), uy(x, 0) = ν(x), x ∈ [0; 1],

i нелокальними умовами

u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = 0, y ∈ [0, T ],

або

ux(0, y) = ux(1, y), u(1, y) = 0, y ∈ [0, T ].

Розв’язки задач побудовано у виглядi суми бiортогональ-
ного ряду.
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У працi [277] вивчалася задача для рiвняння мiшаного
типу

(1− sgn t)utt − (1− sgn t)ut = 2uxx

в областi {(x, t) : 0 < x < 1,−α < t < β}, де α, β – заданi
додатнi числа, з умовами

u(0, t) = u(1, t) = 0, −α ≤ t ≤ β,

u(x,−α)− u(x, β) = φ(x), 0 ≤ x ≤ 1.

Встановлено критерiй єдиностi розв’язку, який побудова-
ний у виглядi суми ряду Фур’є, а також стiйкiсть розв’язку
за нелокальною умовою φ(x).

Нелокальнi багатоточковi сингулярнi параболiчнi зада-
чi (зокрема, двоточкова задача) дослiдженi в [9]. Побу-
довано функцiї Грiна вiдповiдних задач, дослiджено їх-
нi властивостi, знайдено зображення розв’язкiв у виглядi
об’ємних потенцiалiв.

Коректна розв’язнiсть двоточкової крайової задачi для
B-параболiчного рiвняння з оператором дробового дифе-
ренцiювання, який вiдповiдає сингулярному параболiчно-
му оператору Бельтрамi-Лапласа на поверхнi iз класу
Дiнi, вивчалася М.I. Матiйчуком у монографiї [278].

У працi [279] дослiджена двоточкова задача для псев-
додиференцiального рiвняння параболiчного типу з опе-
ратором, побудованим за негладким символом, незалеж-
ним вiд просторових змiнних, та крайовою умовою, яка
визначається узагальненою функцiєю скiнченного поряд-
ку, а у [280, 281] вивчається m-точкова задача (m ≥ 2)
для зазначеного псевдодиференцiального рiвняння. Мето-
дика дослiдження такої задачi вiдрiзняється вiд дослiд-
ження двоточкової задачi, а простори узагальнених функ-
цiй описанi в працях [22, 27, 127]. У працi [282] встанов-
лена класична розв’язнiсть двоточкової задачi, коли сим-
вол псевдодиференцiального оператора сталий i не мiстить
молодших членiв. Коректна розв’язнiсть багатоточкової
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за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь з псевдодифе-
ренцiальними операторами в просторах узагальнених пе-
рiодичних функцiй доведена в [283]. В.В. Городецький та
Я.М. Дрiнь [284,285] аналогiчний результат отримали для
еволюцiйного рiвняння з оператором φ(A), де φ – цiла
функцiя вiд псевдодиференцiального оператора A у ви-
падку, коли гранична умова є узагальненою функцiєю ти-
пу розподiлiв Соболєва-Шварца.

У працях [286–289] розвинено методику дослiдження
фундаментального розв’язку багатоточкової за часом за-
дачi (ФРБЗ) для еволюцiйних рiвнянь з псевдобесселеви-
ми операторами скiнченного та нескiнченного порядкiв,
доведено коректну розв’язнiсть вказаної задачi у спецiаль-
ному просторi узагальнених функцiй, знайдено зображен-
ня розв’язку у виглядi згортки ФРБЗ з граничною функ-
цiєю. Встановлено, що за певних обмежень на граничну
функцiю розв’язок m-точкової задачi володiє властивiстю
локалiзацiї (локального посилення збiжностi).

У монографiї [290] будуються новi класи псевдодифе-
ренцiальних операторiв та параболiчних псевдодиферен-
цiальних рiвнянь, для яких розвивається теорiя задачi Ко-
шi та нелокальних задач з початковими та граничними да-
ними iз просторiв узагальнених функцiй типу розподiлiв.
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Роздiл 2. Стабiлiзацiя розв’язкiв нелокальної
багатоточкової за часом задачi для
еволюцiйних рiвнянь з операторами

диференцiювання нескiнченного
порядку

Встановлена коректна розв’язнiсть нелокальної бага-
тоточкової за часом t ∈ (0,+∞) задачi для еволюцiйно-
го рiвняння з оператором диференцiювання нескiнченно-
го порядку, який дiє в узагальненому просторi типу S
у випадку, коли початкова функцiя є елементом просто-
ру узагальнених функцiй типу S ′. Дослiдженi властивостi
фундаментального розв’язку задачi, поведiнка розв’язку
u(t, x) при t → +∞ у просторi узагальнених функцiй ти-
пу S ′ (слабка стабiлiзацiя), а також рiвномiрна стабiлiза-
цiя розв’язку до нуля. Окремо розглянуто випадок, коли
псевдодиференцiальний оператор Aφ = F−1[φF ] (оператор
диференцiювання нескiнченного порядку) дiє в просторах
S1−α
α , α ∈ (0, 1).

2.1. Узагальненi простори типу S та S ′

I.М. Гельфанд i Г.Є. Шилов у вiдомiй монографiї [22]
запропонували метод побудови функцiональних просторiв
нескiнченно диференцiйовних функцiй, заданих на R, на
якi накладаються певнi умови спадання на нескiнченностi
та зростання похiдних iз збiльшенням порядку. Цi умо-
ви задаються за допомогою нерiвностей |xkφ(n)(x)| ≤ ckn,
{k, n} ⊂ Z+, де {ckn} – подвiйна послiдовнiсть додатних
чисел. Якщо цi числа змiнюються довiльним чином ра-
зом з функцiєю φ, то маємо простiр Л. Шварца S = S(R)
швидко спадних на R функцiй. Якщо ckn = akbn, де
{ak, k ∈ Z+}, {bn, n ∈ Z+} – деякi послiдовностi додатних
чисел, то маємо узагальненi простори типу S, якi познача-
ються символом Sbnak . У монографiї [22] детально вивчений
випадок, коли ak = kkα, α > 0, bn = nnβ, β > 0; вiдповiднi
простори називаються просторами типу S i позначаються
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символом Sβα. У [291] вивчаються простори Sbnak (їх тополо-
гiчна структура, властивостi функцiй, основнi операцiї в
таких просторах). Вiдомi простори типу W , введенi Б.Л.
Гуревичем [300] (див. також [13]), в яких для характери-
стики поведiнки функцiй на нескiнченностi замiсть степе-
невих функцiй використовуються опуклi функцiї, також
вкладаються в простори Sbnak при конкретному виборi по-
слiдовностей {ak} та {bn} (див. також [301]).

Тут зупинимося на просторах Sbnak , якi будуються за
послiдовностями вигляду {bn = n!ρn, n ∈ Z+}, {ak =
k!dk, k ∈ Z+}, де {ρn}, ρ0 = 1, – послiдовнiсть додатних
чисел, яка володiє властивостями: а) вона монотонно спад-
на; б) ∃cb > 0 ∃γ1 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : ρn−1/ρn ≤ cb · nγ1 ; в)
lim
n→∞

n
√
ρn = 0; г) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn ≥ cε · εn/nn.

Послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+}, d0 = 1, також володiє вла-
стивостями а)–г), при цьому умова б) має вигляд: ∃ca >
0 ∃γ2 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : dk−1/dk ≤ ca · kγ2 . Прикладом
послiдовностi {ρn} з властивостями а)–г) може служити
послiдовнiсть ρn = (nβ)−nβenβ, де β ∈ (0, 1) – фiксований
параметр.

Перевiримо, наприклад, виконання для цiєї послiдов-
ностi властивостi г). Маємо, що

ρn =
enβ

(nβ)nβ
=

enβ

(nβ)nβ
· [n(1− β)]n(1−β)

[n(1− β)]n(1−β)
· e

n(1−β)

en(1−β)
=

=
en

nn
1

[ββ(1− β)1−β]n
· [n(1− β)]n(1−β)

en(1−β)
=

=
en

nn
1

ωn
sup
λ≥0

λn

exp{λ1/(1−β)}
,

де ω = ββ(1 − β)1−β < 1. Якщо взяти довiльне ε > 0 i
покласти λ = ε, то прийдемо до нерiвностi ρn ≥ cεε

n/nn,
де cε = exp{−ε1/(1−β)}. Зазначимо, що умова б) для цiєї
послiдовностi виконується з параметром γ1 = β.
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Вважаємо також, що параметри γ1, γ2 в умовi б) для
послiдовностей {ρn} та {dk} пов’язанi умовою: γ1 + γ2 =
θ ≤ 1.

Символом Sbnak позначимо сукупнiсть функцiй φ ∈
C∞(R), якi задовольняють умову

∃ c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R : |xkφ(n)(x)| ≤ cAkBnakbn.

Sbnak спiвпадає з об’єднанням злiченно-нормованих про-
сторiв Sbn, Bak, A

за всiма iндексами {A,B} ⊂ N, де символом
Sbn, Bak, A

позначається сукупнiсть тих функцiй φ ∈ Sbnak , котрi
для довiльних δ, ρ > 0 задовольняють нерiвностi

|xkφ(n)(x)| ≤ cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R;

система норм в Sbn, Bak, A
визначається за допомогою формул

∥φ∥δρ = sup
x,k,n

|xkφ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nakbn

, {δ, ρ} ⊂ {1, 1
2
,
1

3
, . . .}.

В [291] встановлено, що функцiя φ ∈ C∞(R) належить до
простору Sbnak , де ak = k!dk, bn = n!ρn, тодi й лише тодi, коли
вона аналiтично продовжується в комплексну площину до
цiлої функцiї φ(z), z ∈ C, яка задовольняє умову:

∃a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |φ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by),

де

γ(x) =

{
1, якщо|x| < 1,

inf
k
(ak/|x|k), |x| ≥ 1,

ρ(y) =

{
1, якщо|y| < 1,

sup
n
(|y|n/bn), |y| ≥ 1. (2.1)

Зауважимо, що ρ – неперервно диференцiйовна, парна на
R функцiя, яка монотонно зростає на промiжку [1,+∞).
Iз властивостi г) випливає також (див. [291]), що

∃ c0, c > 0 ∀y ∈ R : ρ(y) ≥ c0 exp(c|y|).
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Наприклад, якщо bn = nnβ, 0 < β < 1, то ρ(y) ∼
exp{|y|1/β}. Крiм того, як доведено в [291], ln ρ – опукла
на (0,+∞) функцiя в тому сенсi, що

∀{y1, y2} ⊂ (0,+∞) : ln ρ(y1)+ln ρ(y2) ≤ ln ρ(y1+y2). (2.2)

З (2.2) випливає також нерiвнiсть ln ρ(y1)− ln ρ(y1 + y2) ≤
− ln ρ(y2).

Функцiя ρ в (2.1) пов’язана з послiдовнiстю {ρn}, за
якою будується послiдовнiсть {bn = n!ρn} так [291]:

ρn = inf
|ω|≥1

(ρ(ω)/|ω|n) = ν−nn ρ(νn),

де νn – розв’язок рiвняння ωµ(ω) = n, n ∈ N, µ(ω) =
ρ′(ω)/ρ(ω); послiдовнiсть {νn} є монотонно зростаючою й
необмеженою, νn < n, n ∈ N. Вiдповiдно, функцiя γ в
(2.1) пов’язана з послiдовнiстю {dk}, за якою будується
послiдовнiсть {ak = k!dk} так:

dk = sup
|ω|≥1

(γ(ω)/|ω|k) = µkkγ(µk),

де µk – розв’язок рiвняння ωα(ω) = k, k ∈ N, α(ω) =
γ′(ω)/γ(ω); послiдовнiсть {µk} є монотонно зростаючою й
необмеженою, µk < k, k ∈ N.

Оскiльки γ(x) = 1/γ̃(x), де γ̃(x) = 1, |x| < 1 i
γ̃(x) = sup

k
(|x|k/ak), якщо |x| ≥ 1, то γ – неперервно ди-

ференцiйовна, парна на R функцiя, яка монотонно спа-
дає на [1,+∞], 0 < γ(x) ≤ 1, x ∈ R. Наприклад, якщо
ak = kkα, α ∈ (0, 1), то справджуються нерiвностi [22]:
exp

{
−α

e
|x|1/α

}
≤ γ(x) ≤ c exp

{
−α

e
|x|1/α

}
, c = exp{αe/2}.

Функцiя ln γ задовольняє на (0,+∞) нерiвнiсть [291]

ln γ(x1)+ln γ(x2) ≥ ln γ(x1+x2), {x1, x2} ⊂ (0,+∞). (2.3)

Iз результатiв, наведених в [291], випливає, що послi-
довнiсть {φν , ν ≥ 1} ⊂ Sbnak збiгається до нуля в цьому про-
сторi, якщо функцiї φν та їхнi похiднi довiльного поряд-
ку збiгаються до нуля рiвномiрно на кожному вiдрiзку
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[a, b] ⊂ R i при цьому виконуються нерiвностi

|xkφ(n)
ν (x)| ≤ cAkBnakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, A,B > 0, не залежними вiд ν.
Функцiя g називається мультиплiкатором у просторi

Sbnak , якщо gψ ∈ Sbnak для довiльної функцiї ψ ∈ Sbnak i вi-
дображення ψ → gψ є лiнiйним i неперервним оператором
з Sbnak в Sbnak . Мультиплiкатором у просторi Sbnak , ak = k!dk,
bn = n!ρn, є функцiя g ∈ C∞(R), яка допускає аналiтичне
продовження у всю комплексну площину i задовольняє
умову [291]:

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |g(z)| ≤ cε(γ(εx))
−1ρ(εy), z = x+ iy ∈ C.

У введених просторах Sbnak , ak = k!dk, bn = n!ρn, визна-
ченi й неперервнi оператори, важливi для аналiзу; в першу
чергу, це оператори множення на x, на всi полiноми, опе-
ратори диференцiювання, зсуву та розтягу [291]. Зокрема,
операцiя зсуву аргумента Tx : φ(ξ) → φ(ξ + x) є диферен-
цiйовною у зазначених просторах Sbnak (навiть нескiнченно
диференцiйовною) у тому розумiннi, що граничнi спiввiд-
ношення вигляду (φ(x + h) − φ(x))h−1 → φ′(x), h → 0,
справджуються для кожної функцiї φ ∈ Sbnak в сенсi збiж-
ностi за топологiєю простору Sbnak . Простори Sbnak є доско-
налими (тобто просторами, всi обмеженi множини яких
компактнi); вони пов’язанi мiж собою за допомогою пе-
ретворенням Фур’є, а саме, правильною є формула [291]:
F [Sbnak ] = Sanbk , де

F
[
Sbnak
]
=

ψ : ψ(σ) =

∫
R

φ(x)eiσxdx, φ ∈ Sbnak

 .

Зокрема, F [Snnβ

kkα
] = Sn

nα

kkβ
або F [Sβα] = Sαβ .

Iз властивостей перетворення Фур’є у просторах ти-
пу S випливає, що в просторi Sbnak визначений i є
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неперервним псевдодиференцiальний оператор Aφψ =
F−1
σ→x[φ(σ)Fx→σ[ψ]], ∀ψ ∈ Sbnak , побудований за функцiєю

(символом) φ, яка є мультиплiкатором у просторi Sanbk . Як-
що оператор Aφ дiє в просторi Sbnbk , bn = n!ρn, то оператор
Aφ можна також розумiти як оператор диференцiювання

“нескiнченного порядку”: якщо φ(σ) =
∞∑
k=0

ckσ
k, то для до-

вiльної функцiї ψ ∈ Sbnbk маємо, що

Aφψ = F−1
σ→x [φ(σ)Fx→σ[ψ](σ)] = F−1

[
∞∑
k=0

ckσ
kF [ψ]

]
=

= F−1

[
lim
n→∞

n∑
k=0

ckσ
kF [ψ]

]
= lim

n→∞

n∑
k=0

ckF
−1
[
σkF [ψ]

]
=

=
∞∑
k=0

ck
[
(iDx)

kψ
]
(x), Dx = d/dx; (2.4)

тут ми скористалися формулами, якi пов’язують перетво-
рення Фур’є з операцiєю диференцiювання, а саме,

Dm
x F [ψ] = F [(ix)mψ], F [Dm

x ψ](x) = (ix)mF [ψ](x),

Dm
x ψ = F−1[(−ix)mF [ψ]].

Коректнiсть проведених в (2.4) перетворень випливає iз
спiввiдношення

rn,ψ(σ) =
∞∑

k=n+1

ckσ
kF [ψ](σ) → 0, n→ ∞, (2.5)

яке справджується в просторi Sbnak ; при доведеннi (2.5) ви-
користовуються властивостi перетворення Фур’є у просто-
рах типу Sbnak , а також властивостi послiдовностей {ak},
{bn}.
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Зупинимось бiльш детально на просторах Sβα, якi, як
вже зазначалось, будуються за послiдовностями {ak =
kkα} α > 0, {bn = nnβ}, β > 0. А саме,

Sβα := {φ ∈ S | ∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k,m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(m)(x)| ≤ cAkBmkkαmmβ}.
Простiр Sβα можна охарактеризувати ще й так [22]: Sβα
складається з тих й лише тих нескiнченно диференцiйов-
них на R функцiй, якi задовольняють нерiвностi

|φ(m)(x)| ≤ c1B
m
1 m

mβ exp {−c2|x|1/α}, m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c1, B1, c2, залежними вiд
функцiї φ.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1− β, то Sβα складається з тих й
лише тих функцiй φ, якi допускають аналiтичне продов-
ження в комплексну площину i задовольняють нерiвнiсть

|φ(x+ iy)| ≤ c3 exp{−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)}, c3, a, b > 0,

{x, y} ⊂ R.
Простори Sβα нетривiальнi, якщо α+ β ≥ 1; для довiльних
α, β > 0 правильною є рiвнiсть: Sβα = Sα ∩ Sβ [51].

Топологiчна структура в просторах Sβα визначається
так. Символом Sβ,Bα,A позначимо сукупнiсть функцiй φ ∈ Sβα,
якi задовольняють умову:

∀Ā > A ∀B̄ > B : |xkφ(m)(x)| ≤ cĀ kB̄ mkkαmmβ, x ∈ R,

{k,m} ⊂ Z+.

Ця множина перетворюється у повний злiченно-
нормований простiр, якщо норми в нiй ввести за до-
помогою спiввiдношень

∥φ∥δρ = sup
x,k,m

|xkφ(m)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)mkkαmmβ

, {δ, ρ} ⊂ {1, 1
2
, . . .}.
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Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
неперервно вкладається

в Sβ,B2

α,A2
i Sβα =

∪
A,B>0

Sβ,Bα,A .

Символом (Sbnak )
′ позначимо простiр усiх лiнiйних непе-

рервних функцiоналiв над вiдповiдним простором основ-
них функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи на-
зиватимемо узагальненими функцiями. Якщо f ∈ (Sbnak )

′,
то до цього ж простору належить також кожна похiдна
f (p), p ∈ N (тобто, елементи простору (Sbnak )

′ є нескiнченно
диференцiйовними), зсув f(ay + b), a ̸= 0, добуток αf, де
α – мультиплiкатор у просторi основних функцiй.

Оскiльки в основному просторi Sbnak визначена операцiя
зсуву аргумента Tx : ψ(ξ) → ψ(ξ + x), то згортку узагаль-
неної функцiї f ∈ (Sbnak )

′ з основною задамо формулою

(f ∗ ψ)(x) := ⟨fξ, T−xψ̌(ξ)⟩ ≡ ⟨fξ, ψ(x− ξ)⟩;

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f дiє на ψ як функ-
цiю аргумента ξ, ψ̌(ξ) = ψ(−ξ)); при цьому f ∗ ψ є зви-
чайною нескiнченно диференцiйовною функцiєю. Якщо
f ∗ ψ ∈ Sbnak для довiльної функцiї ψ ∈ Sbnak та iз спiввiд-
ношення ψν → 0 при ν → +∞ за топологiєю простору
Sbnak випливає, що f ∗ ψν → 0 при ν → +∞ за топологiєю
простору Sbnak , то функцiонал f називається згортувачем у
просторi Sbnak .

Оскiльки кожний простiр типу S разом з кожною
функцiєю ψ(x) мiстить також функцiю ψ(−x) i F−1[ψ] =
(2π)−1F [ψ(−ξ)], то перетворення Фур’є узагальненої функ-
цiї f ∈ (Sbnak )

′ визначимо за допомогою спiввiдношення

⟨F [f ], ψ⟩ = ⟨f, F [ψ]⟩, ∀ψ ∈ Sanbk ,

при цьому F [f ] ∈ (Sanbk )
′. Якщо f ∈ (Sbnak )

′ – згортувач у
просторi Sbnak , то для довiльної функцiї ψ ∈ Sbnak правильною
є формула [291]: F [f ∗ ψ] = F [f ] · F [ψ].

Нехай X – топологiчний простiр, K – деяка множина
чисел. Функцiю K ∋ ν → φν ∈ X називають абстрактною

60



функцiєю параметра ν в просторi X. Про властивостi аб-
страктних функцiй див. [22]. Зокрема, абстрактна функ-
цiя називається диференцiйовною у точцi ν0 ∈ K, якщо в
просторi X iснує границя

dφ

dν

∣∣∣
ν=ν0

= lim
h→0

φν0+h − φν0
h

.

Якщо абстрактна функцiя φν диференцiйовна в точцi ν ∈
K, функцiонал fν ∈ X ′ – слабко диференцiйовна функцiя
параметра ν, то ⟨fν , φν⟩ – диференцiйовна функцiя, при-
чому

d

dν
⟨fν , φν⟩ = ⟨dfν

dν
, φν⟩+ ⟨fν ,

dφν
dν

⟩.

2.2. Коректна розв’язнiсть нелокальної
m-точкової за часом задачi для
еволюцiйних рiвнянь з оператором
диференцiювання нескiнченного порядку

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u(t, x)/∂t = Aφu(t, x), (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, (2.6)

де Aφ = F−1
σ→x[φ(σ)Fx→σ] – псевдодиференцiальний опера-

тор у просторi Sbnbk , побудований за функцiєю φ(σ), σ ∈ R,
яка є мультиплiкатором у цьому просторi i такою, що
eφ ∈ Sbnbk (нагадаємо (див. п. 2.1), що в цьому випадку опе-
ратор Aφ можна розумiти як оператор диференцiювання
“нескiнченного порядку” у просторi Sbnbk ). Символом P bn

bk
позначимо клас функцiй (символiв) φ, якi задовольняють
вказанi умови.

Наприклад, нехай φ(σ) = −σ2, σ ∈ R. У цьому ви-
падку Aφ = F−1[−σ2F ] = −(iDx)

2 = D2
x, а рiвняння (2.6) –

рiвняння теплопровiдностi ∂u/∂t = ∂2u/∂x2. Оскiльки

|e−z2 | = |e−(σ+iy)2 | = e−σ
2+y2 ,
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то звiдси та з характеристики просторiв Sβα випливає, що
e−σ

2 ∈ S
1/2
1/2 ≡ Sn

n/2

kk/2
. Крiм того, функцiя −σ2 – мульти-

плiкатор в просторi S1/2
1/2 . Отже, функцiя φ(σ) = −σ2 є

елементом класу P nn/2

kk/2
, при цьому послiдовнiсть {bn} має

вигляд: bn = nn/2 = nn · ρn, де ρn ∼ (n/2)−n/2en/2.
Надалi вважатимемо, що послiдовнiсть {bn} задоволь-

няє умову д):

∃A > 0 ∃L̃ > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+ : bn · bl ≤ AL̃n+lbn+l.

Для рiвняння (2.6) задамо нелокальну багатоточкову
(m – точкову) за часом задачу: знайти розв’язок рiвняння
(2.6), який задовольняє умову:

µu(t, ·)|t=0 −
m∑
k=1

µku(t, ·)|t=tk = f, (2.7)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂
(0,+∞) – фiксованi числа, причому µ > m

m∑
k=1

µk, 0 <

t1 < t2 < . . . < tm < +∞, f ∈ Sbnbk .
Розв’язок задачi (2.6), (2.7) шукаємо за допомогою пе-

ретворення Фур’є у виглядi u(t, x) = F−1
σ→x[v(t, σ)]. Для

функцiї v : Ω → R дiстаємо задачу з параметром σ:

dv(t, σ)

dt
= φ(σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, (2.8)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = f̃(σ), σ ∈ R, (2.9)

де f̃(σ) = F−1[f ](σ). Загальнений розв’язок рiвняння (2.8)
має вигляд

v(t, σ) = c exp{tφ(σ)}, (t, σ) ∈ Ω, (2.10)
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де c = c(σ) визначимо з умови (2.9). Пiдставивши (2.10) в
(2.9), знайдемо, що

c = f̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

, σ ⊂ R.

Отже, формальним розв’язком задачi (2.6), (2.7) є функцiя

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.

Введемо позначення: G(t, x) = F−1
σ→x [Q(t, σ)] (x), де

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp{tφ(σ)}, Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

=

=

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

.

Тодi, мiркуючи формально, знайдемо, що

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω.

Справдi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)

∫
R

f(ξ)e−iσξdξ

 eiσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)eiσ(x−ξ)dσ

 f(ξ)dξ =
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=

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω. (2.11)

Коректнiсть проведення тут перетворень та збiжнiсть вiд-
повiдних iнтегралiв, а отже, правильнiсть формули (2.11)
випливає з властивостей функцiї G, якi ми наведемо
нижче. Властивостi функцiї G пов’язанi з властивостями
функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q]. Отже, передусiм дослi-
димо властивостi функцiї Q(t, σ) як функцiї аргумента σ.

Оскiльки φ ∈ P bn
bk

, то eφ ∈ Sbnbk . Тодi (див. п. 2.1), iсну-
ють числа c0, a, b > 0, такi, що

|eφ(z)| ≤ c0e
− ln γ̃(aσ)+ln ρ(bτ), γ̃ = 1/γ = ρ, z = σ + iτ ∈ C

(2.12)
Надалi вважатимемо, що стала c0 > 0 в нерiвностi (2.12)
задовольняє умову: c0 ≤ 1. Тодi

|etφ(z)| = |eφ(z)|t ≤ [c0 exp{− ln γ̃(aσ) + ln ρ(bτ)}]t ≤

≤ exp{−t ln γ̃(aσ) + t ln ρ(bτ)}. (2.13)

Iз нерiвностi (2.13) випливає, що Q1(t, ·) ∈ Sbnbk , bn = n!ρn,
при кожному t ∈ (0,+∞).

Лема 2.1. Нехай φ ∈ P bn
bk

. Для функцiї Q1(t, σ) =
exp{tφ(σ)}, σ ∈ R, та її похiдних (за змiнною σ) пра-
вильними є оцiнки

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ b̃stss!ρs exp{−t ln γ̃(ãσ)}, s ∈ Z+, (2.14)

де ρs = inf
τ
(ρ(τ)/|τ |s), сталi ã, b̃ > 0 не залежать вiд t.

Доведення. Для t > 1 справджується нерiвнiсть
t ln ρ(bτ) ≤ ln ρ(btτ), τ ∈ [0,∞). Ця властивiсть випливає iз
спiввiдношень

ln ρ(btτ) =

tbτ∫
0

µ(ξ)dξ = t

bτ∫
0

µ(ty)dy ≥ t

bτ∫
0

µ(y)dy = t ln ρ(bτ),
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де µ(ξ) = ρ′(ξ)/ρ(ξ), при цьому µ – невiд’ємна, неперервна
на R функцiя, монотонно зростаюча на промiжку [0,∞).
Тодi

|Q1(t, z)| ≤ exp{−t ln γ̃(aσ) + ln ρ(tbτ)}, z ∈ C, t > 1.
(2.15)

Внаслiдок iнтегральної формули Кошi маємо, що

Ds
σQ1(t, σ) =

s!

2πi

∫
ΓR

Q1(t, z)

(z − σ)s+1
dz, s ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Скори-
ставшись (2.15), прийдемо до нерiвностей

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤

s!

Rs
max
z∈ΓR

|Q1(t, z)| ≤

≤ s!

Rs
exp{−t ln γ̃(aσ0) + ln ρ(tbτ)},

де σ0 – точка максимума функцiї exp{−t ln γ̃(aξ)}, ξ ∈ [σ−
R, σ + R]. Оскiльки ln γ̃(aξ) – парна на R функцiя, яка
зростає на промiжку [0,+∞), то

σ0 =


0, якщо |ξ| ≤ R,

σ +R, якщо ξ ≤ −R,
σ −R, якщо ξ ≥ R.

Використовуючи нерiвнiсть − ln γ̃(σ1 + σ2) + ln γ̃(σ1) ≤
− ln γ̃(σ2), σ1, σ2 > 0, доводимо iснування сталих ã, a2 >
0, ã ≤ a, таких, що

∀σ ≥ 0, ∀R > 0 : exp{−t ln γ̃(aσ0)} ≤

≤ exp{−t ln γ̃(ãσ) exp{t ln γ̃(a2R)}.
Тодi

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤

s!

Rs
exp{−t ln γ̃(ãσ)} exp{t ln γ̃(a2R)}×
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× exp{ln ρ(tbR)} ≤ s!

Rs
exp{−t ln γ̃(ãσ)} exp{ln ρ(tb̃R)},

b̃ = b+ a2.

Тут ми скористалися тим, що γ̃ = ρ, а також нерiв-
нiстю опуклостi для функцiї ln ρ : ln ρ(tbR) + ln ρ(ta2R) ≤
ln ρ(t(b+ a2)R).

Для кожного s ∈ Z+ функцiя gs,t(R) =

R−s exp{ln ρ(tb̃R)} = R−sρ(tb̃R) є диференцiйовною на
(0,+∞), причому iз властивостей функцiї ρ випливають
спiввiдношення

lim
R→+∞

gs,t(R) = +∞, s ∈ Z+; lim
R→+0

gs,t(R) =

{
+∞, s ∈ N,
1, s = 0.

Оскiльки gs,t(R) > 0, R ∈ (0,+∞), то ця функцiя досягає
свого iнфiмуму. Отже,

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ s! inf

R
gs,t(R) exp {−t ln γ̃(ãσ)} =

= s!b̃sts inf
ρ(tb̃R)

(tb̃R)s
exp {−t ln γ̃(ãσ)} = s!b̃stsρs exp {−t ln γ̃(ãσ)} .

Лема доведена.
Лема 2.2. Функцiя Q2 – мультиплiкатор у просторi

Sbnbk .
Доведення. З урахуванням (2.13) правильними є

нерiвностi

Q1(tk, σ) ≤ exp{−tk ln γ̃(aσ)} ≤ 1, k ∈ {1, . . . ,m}, σ ∈ R.

Оскiльки µ >
m∑
k=1

µk, то

1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ) ≤
1

µ

m∑
k=1

µk < 1.
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Тодi, скориставшись полiномiальною формулою, знайде-
мо, що

Q2(σ) =
1

µ

(
1− 1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

=

=
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µke
tkφ(σ)

)r

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)×

×
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!

(
µ1e

t1φ(σ)
)r1

. . .
(
µme

tmφ(σ)
)rm

=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µ

rm
m Q1(λ, σ),

де λ := t1r1 + . . . + tmrm, Q1(λ, σ) = eλφ(σ). Звiдси та з
(2.14) випливають нерiвностi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ b̃ss!ρs

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr0λ

s×

× exp{−λ ln γ̃(aσ)} ≤ b̃ss!ρst
s
m

∞∑
r=0

µ−(r+1)µr0r
s×

×
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
, s ∈ N,

де µ0 = max{µ1, . . . µm}. Далi скористаємося формулою∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Тодi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ c′b̃s1s!ρs

∞∑
r=0

µ̃rrs = c̃b̃s1s!ρs, s ∈ N, (2.16)
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де µ̃ = µ−1µ0m < 1, c′ = µ−1, c̃ = c′
∞∑
r=0

µ̃rrs, b1 = b̃tm.

З останньої нерiвностi та обмеженостi функцiї Q2 на R
випливає, що Q2 – мультиплiкатор у просторi

◦
S
bn
bk

. Лема
доведена.

Iз нерiвностi (2.13) та леми 2.2 випливає, що функцiя
Q(t, σ), як функцiя σ, є елементом простору Sbnbk (при кож-
ному t > 0). Урахувавши (2.14), (2.16) та формулу Лейбнi-
ца диференцiювання добутку двох функцiй, знайдемо, що
для t > 1

|Ds
σQ(t, σ)| =

∣∣∣∣∣
s∑
l=0

C l
sD

l
σQ1(t, σ)D

s−l
σ Q2(σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c̃1A

S

s∑
l=0

C l
sb̃
ltll!ρlb

s−l
1 (s− l)!ρs−le

−t ln γ̃(aσ) ≤

≤ c̃1b
s
2t
ss!ρs exp {−t ln γ̃(aσ)} , σ ∈ R, (2.17)

де b2 = 2max{b̃, b1}.
Урахувавши властивостi перетворення Фур’є

та спiввiдношення F−1
[
Sbnbk
]

= Sbnbk , знайдемо, що
G(t, ·) = F−1 [Q(t, ·)] ∈ Sbnbk при кожному t ∈ (0,+∞).
Видiлимо в оцiнках похiдних функцiї G та її похiдних (за
змiнною x) залежнiсть вiд параметра t, якщо t > 2.

Скориставшись властивiстю опуклостi функцiї ln γ̃,
прийдемо до нерiвностей

exp{−t ln γ̃(aσ)} = exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
·exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
≤

≤ exp {− ln γ̃(aσ)} · exp
{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
=

= γ(aσ) exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
.
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Тодi

∣∣σkDs
σQ(t, σ)

∣∣ ≤ c̃1b
s
2t
ss!ρs inf

k

bk
|aσ|k

|σ|k exp
{
− t

2
ln γ̃(aσ)

}
≤

≤ c̃1b
s
2t
ss!ρs

(
1

a

)k
bk exp

{
− t

2
ln γ̃(aσ)

}
=

= cB̃stsÃkbsbk exp

{
− t

2
ln γ̃(aσ)

}
, (2.18)

c = c̃1, B̃ = b2, Ã = 1/a, {k, s} ⊂ Z+.

Далi скористаємось спiввiдношенням

xkDs
xF [g](x) = ik+sF [(σsg(σ))(k)] =

= ik+s
∫
R

(σsg(σ))(k)eixσdσ, {k, s} ⊂ Z+, g ∈ Sbnbk .

Отже,

xkDs
xG(t, x) = (2π)−1ik+s(−1)s

∫
R

(σsQ(t,−σ))(k)eixσdσ.

Iз обмежень, накладених на послiдовнiсть {ρk}, виплива-
ють нерiвностi (див. властивiсть б))

bn
bn−1

≥ c−1
b n1−γ1 ,

bk
bk−1

≥ c−1
b k1−γ1 , 2γ1 = θ ≤ 1.

Звiдси та з результатiв, отриманих в [22], випливає, що
подвiйна послiдовнiсть mks = bk ·bs задовольняє нерiвнiсть

ks
mk−1,s−1

mks

≤ α(k + s), α > 0.
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Застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добут-
ку двох функцiй, оцiнки (2.18) та останню нерiвнiсть, знай-
демо, що для t > 2 справджуються нерiвностi

∣∣∣(σsQ(t,−σ))(k)∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
k∑
p=0

Cp
k(σ

s)(p)Q(k−p)(t,−σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣σsQ(k)(t,−σ)

∣∣+ ks
∣∣σs−1Q(k−1)(t,−σ)

∣∣+
+
k(k − 1)

2!
s(s− 1)

∣∣σs−2Q(k−2)(t,−σ)
∣∣+ · · · ≤

≤ cÃsB̃kbst
kbk exp

{
− t

2
ln γ̃(aσ)

}
·

·
(
1 +

ks

ÃB̃

ms−1,k−1

msk

+
1

2!

ks

Ã2B̃2

ms−1,k−1

msk

(k − 1)(s− 1)×

×ms−2,k−2

ms−1,k−1

+ . . .
)
≤ cÃsB̃ktkbsbk exp

{
− t

2
ln γ̃(aσ)

}
·

·
(
1 +

α

ÃB̃
(k + s) +

1

2!

α2

Ã2B̃2
(k + s)2 + . . .

)
≤

≤ cÃsB̃ktkbsbk exp

{
t

2
ln γ̃(aσ)

}
· exp

{
α

ÃB̃
(k + s)

}
≤

≤ c̃As1B
k
1 t
kbsbk exp {−c̃0t|σ|} , t ≥ 2, c̃0 > 0,

де A1 = Ã exp
{

α
ÃB̃

}
, B1 = B̃ exp

{
α
ÃB̃

}
(тут врахо-

вано, що функцiя γ̃ = ρ задовольняє нерiвнiсть γ̃ ≥
c exp{c0|σ|}, σ ∈ R).

Отже,∣∣xkDs
xG(t, x)

∣∣ ≤ (2π)−1c̃Ãs1B̃
k
1 t
kbkbs

∫
R

exp {−c̃0t|σ|} dσ =

= LÃs1B̃
k
1 t
k−1bkbs, {k, s} ⊂ Z+, L > 0.
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Тодi

|Ds
xG(t, x)| ≤ Lt−1Ãs1bs inf

k

bk

(t−1B̃−1
1 |x|)k

=

= Lt−1Ãs1bsγ(d0t
−1|x|) = Lt−1Ãs1bs exp

{
− ln γ̃(d0t

−1|x|)
}
,

де d0 = B̃−1
1 , s ∈ Z+. Таким чином, правильним є наступне

твердження.

Лема 2.3. G(t, ·) ∈ Sbnbk при кожному t ∈ (0,+∞). Для
функцiї G(t, x), t ≥ 2, x ∈ R, та її похiдних (за змiнною
x) справджуються нерiвностi

|Ds
xG(t, x)| ≤ Lt−1As1bs exp

{
− ln γ̃(d0t

−1|x|)
}
, s ∈ Z+,

(2.19)
сталi L,A1, d0 > 0 не залежать вiд t.

Лема 2.4. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0,+∞), як абстрактна
функцiя параметра t iз значеннями в просторi Sbnbk , дифе-
ренцiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворен-
ня Фур’є (прямого та оберненого) у просторах типу S
випливає, що для доведення леми досить встановити, що
функцiя F [G(t, ·)] = Q(t, ·), як абстрактна функцiя пара-
метра t iз значеннями в просторi F [Sbnbk ] = Sbnbk , диферен-
цiйовна по t, тобто потрiбно довести, що граничне спiввiд-
ношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+∆t, σ)−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t→ 0,

виконується в тому розумiннi, що
1) Ds

σΦ∆t(σ) −−−→
∆t→0

Ds
σ(φ(σ)Q(t, σ)), s ∈ Z+, рiвномiрно

на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;
2) |Ds

σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄sbse
− ln γ̃1(aσ), s ∈ Z+, bs = s!ρs, де

сталi c̄, B̄, a > 0 не залежать вiд ∆t, для досить малих
значень ∆t.
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Нехай t > 1 – фiксоване. Функцiя Q(t, σ), t > 1,σ ∈ R,
диференцiйовна по t у звичайному розумiннi, тому, вна-
слiдок теореми Лагранжа про скiнченнi прирости,

Φ∆t(σ) = φ(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1, t+ θ∆t ≤ T.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C l
sD

l
σφ(σ)D

s−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)

i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)−

∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

s∑
l=0

C l
sD

l
sφ(σ)×

×
[
Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ)
]
.

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) = Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t,

0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (2.17) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t→ 0, ∆t→ 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Тодi i
Ds
σΦ∆t(σ) → Ds

σ(
∂
∂t
Q(t, σ)) при ∆t → 0 рiвномiрно на

вiдрiзку [a, b] ⊂ R.
Оскiльки φ – мультиплiкатор у просторi Sbnbk , то

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = σ + iτ ∈ C : |φ(z)| ≤ cεe
ln γ̃(εσ)+ln ρ(ετ).

(2.20)
Внаслiдок iнтегральної формули Кошi маємо, що

φ(n)(σ) =
n!

2πi

∫
ΓR

φ(z)

(z − σ)n+1
dz, n ∈ Z+,
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де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Тодi,
врахувавши (2.20), прийдемо до нерiвностей

|φ(n)(σ)| ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|φ(z)| ≤ cε
n!

Rn
eln γ̃(ε(σ+R))+ln ρ(εR) ≤

≤ cεn! inf
R

ρ(εR)

Rn
eln γ̃(ε(σ+R)) = cεε

nn!ρne
ln γ̃(ε(σ+R)), σ ≥ 0.

При достатньо великих значеннях σ ≥ 0 справджується
нерiвнiсть ε(σ +R) ≤ (ε+R)σ. Оскiльки функцiя ln γ̃ мо-
нотонно зростає на промiжку [0,+∞), то при цих значен-
нях σ маємо, що

ln γ̃(ε(σ + R)) ≤ ln γ̃((ε+R)σ).

Тодi для всiх σ ≥ 0

ln γ̃(ε(σ +R)) ≤ ln γ̃((ε+R)σ) + cR, cR > 0.

Отже, exp{ln γ̃(ε(σ+R))} ≤ c̃R exp{ln γ̃((ε+R)σ)} для σ ≥
0. Надалi, при заданому ε > 0 вважатимемо, що R = ε.
Тодi

|φ(n)(σ)| ≤ c̃εε
nn!ρn exp{ln γ̃(2εσ)}, n ∈ Z+. (2.21)

Урахувавши (2.21) та оцiнки, якi задовольняють похiднi
функцiї Q(t, σ), знайдемо, що

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̃1c̃ε

s∑
l=0

C l
sε
ll!ρlb

s−l
2 ts−l(s− l)!ρs−l×

× exp{ln γ̃(2εσ)− (t+ θ∆t) ln γ̃(aσ)} ≤
≤ c̄B̄ss!ρs exp{ln γ̃(2εσ)− t ln γ̃(aσ)} ≤
≤ c̄B̄ss!ρs exp{ln γ̃(2εσ)− ln γ̃(aσ)},

де B̄ = 2max{ε, b2t}. Вiзьмемо ε = ā/4. Iз нерiвностi опук-
лостi для функцiї ln γ̃ випливає, що

ln γ̃(2εσ)− ln γ̃(aσ) ≤ − ln γ̃((a− 2ε)σ) ≡ − ln γ̃(āσ),
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ā = a− 2ε = a/2 > 0.

Тодi

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄ss!ρs exp{− ln γ̃(āσ)}, σ ≥ 0,

причому сталi c̄, B̄, ā > 0 не залежать вiд ∆t (для достат-
ньо малих значень ∆t). Випадок σ < 0 розглядається ана-
логiчно.

Якщо t ∈ (0, 1] – фiксоване, то доведення твердження
у цьому випадку здiйснюється за схемою доведення у ви-
падку t > 1; при цьому в оцiнках (2.17) слiд вважати t = 1.
Таким чином, умова 2) також виконується. Лема доведена.

Наслiдок 2.1. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
, ∀f ∈

(
Sbnbk
)′
, t > 0.

Доведення. За означенням згортки узагальненої
функцiї з основою маємо, що

f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Тодi

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t
[f ∗G(t+∆t, ·)− f ∗G(t, ·)] =

= lim
∆t→0

⟨fξ,
1

∆t

[
T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]
⟩.

Внаслiдок леми 2.4 граничне спiввiдношення

1

∆t

[
T−xǦ(t+∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)

]
−−−→
∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору Sbnbk ,
тому, з урахуванням неперервностi функцiонала f , маємо,
що

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = ⟨fξ, lim

∆t→0

1

∆t

[
T−xǦ(t+∆t, ξ)− T−xǦ(t, ξ)

]
⟩ =
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= ⟨fξ,
∂

∂t
T−xǦ(t, ξ)⟩ = ⟨fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)⟩ = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

що й потрiбно було довести.
Лема 2.5. У просторi (Sbnbk )

′ справджується граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ. (2.22)

(тут δ – дельта-функцiя Дiрака).
Доведення. Скориставшись властивiстю неперервно-

стi перетворення Фур’є та функцiї G(t, ·), як абстрактної
функцiї параметра t iз значеннями в просторi Sbnbk , спiввiд-
ношення (2.22) замiнимо граничним спiввiдношенням

µ lim
t→+0

F [G(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

F [G(t, ·)] = F [δ] (2.23)

у просторi (Sbnbk )
′. Урахувавши зображення функцiї G,

(2.23) подамо у виглядi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
n∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (2.24)

Для доведення (2.24) вiзьмемо довiльну функцiю ψ ∈ Sbnbk i,
скориставшись теоремою про граничний перехiд пiд зна-
ком iнтеграла Лебега та розумiючи Q(t, ·) як регулярну
узагальнену функцiю з простору (Sbnbk )

′, знайдемо, що

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), ψ⟩ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

⟨Q(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ)dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ)dσ =
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=

∫
R

[ µ

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

]
φ(σ)dσ =

=

∫
R

µ−
m∑
l=1

µlQ1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
ψ(σ)dσ =

∫
R

ψ(σ)dσ = ⟨1, ψ⟩.

Звiдси випливає, що спiввiдношення (2.24) виконується
у просторi (Sbnbk )

′, а отже, правильним є спiввiдношення
(2.22). Лема доведена.

Наслiдок 2.2. Нехай

ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈ (Sbnbk , ∗)
′, (t, x) ∈ Ω.

Тодi в просторi (Sbnbk )
′ справджується граничне спiввiдно-

шення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f. (2.25)

Доведення. Оскiльки

ω(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, f ∈ (Sbnbk , ∗)
′,

то з властивостi неперервностi G(t, ·), як абстрактної
функцiї параметра t iз значеннями в просторi Sbnbk , випли-
ває неперервнiсть ω(t, ·) як абстрактної функцiї парамет-
ра t iз значеннями в цьому ж просторi. Тодi, врахувавши
властивiсть неперервностi перетворення Фур’є та формулу
F [f ∗G] = F [f ]F [G] = F [f ]Q, яка правильна для довiльної
узагальненої функцiї f з класу (Sbnbk , ∗)

′, вiд (2.25) перей-
демо до спiввiдношення

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [ω(t, ·)] = F [f ]
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або

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·) = 1,

яке, за доведеним ранiше (див. (2.24)), справджується в
цьому просторi. Цим доведено, що спiввiдношення (2.25)
виконується в просторi (Sbnbk )

′. Твердження доведено.
Функцiя G є розв’язком рiвняння (2.6). Справдi,

∂

∂t
G(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

З iншого боку,

AφG(t, x) = F−1
σ→x [φ(σ)Fx→σ[G(t, x)]] = F−1 [φ(σ)Q(t, σ)] =

= −F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

Звiдси вже випливає, що функцiя G задовольняє рiвняння
(2.7).

Надалi функцiю G називатимемо фундаментальним
розв’язком багатоточкової (m – точкової) задачi для рiв-
няння (2.7).

З наслiдку 2. випливає, що для рiвняння (2.6) m – точ-
кову за часом задачу можна ставити так: знайти розв’язок
рiвняння (2.6), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (Sbnbk , ∗)
′, (2.26)

де граничне спiввiдношення (2.26) розглядається в про-
сторi (Sbnbk )

′ (обмеження на параметри µ, µ1, . . . , µm,
t1, . . . , tm такi ж, як у випадку задачi (2.7), (2.8)).

Теорема 2.1. Нелокальна багатоточкова за часом за-
дача (2.6), (2.26) коректно розв’язна. Розв’язок дається
формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,
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де G – фундаментальний розв’язок багатоточкової задачi
для рiвняння (2.6).

Доведення. Передусiм переконаємося в тому, що
функцiя u(t, x) є розв’язком рiвняння (2.6). Справдi, (див.
наслiдок 1.),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

Aφu(t, x) = F−1[φ(σ)F [f ∗G(t, x)](σ)](x).
Оскiльки, f – згортувач у просторi Sbnbk , то

F [f ∗G(t, x)](σ) = F [f ](σ)F [G(t, x)](σ) = F [f ](σ)Q(t, σ).

Отже,

Aφu(t, x) = F−1[φ(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)](x) =

= F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)F [f ](σ)

]
(x) =

= F−1

[
F

[
∂

∂t
G

]
(t, σ) · F [f ](σ)

]
(x) =

= F−1

[
F

[
f ∗ ∂G

∂t

]]
(x) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
.

Звiдси дiстаємо, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задоволь-
няє рiвняння (2.6). З наслiдку 2. випливає, що u задоволь-
няє граничну умову (2.26) у вказаному сенсi.

Зазначимо також, що u неперервно залежить вiд функ-
цiї f ∈ (Sbnbk , ∗)

′, оскiльки операцiя згортки володiє вла-
стивiстю неперервностi.

Залишається переконатися в тому, що задача (2.6),
(2.26) має єдиний розв’язок. Для цього розглянемо задачу
Кошi
∂v

∂t
+ A∗

φv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω′, 0 ≤ t < t0 <∞,

(2.27)
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v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ (Sbnbk , ∗)
′, (2.28)

де A∗
φg = F [φF−1[g]], ∀g ∈ Sbnbk , A∗

φ – звуження спряжено-
го оператора до оператора Aφ на простiр Sbnbk ⊂ (Sbnbk )

′. Умо-
ву (2.28) розумiємо в слабкому сенсi. Задача Кошi (2.27),
(2.28) є розв’язною, при цьому v(t, ·) ∈ Sbnbk при кожному
t ∈ [0, t0).

Нехай Qt
t0
: (Sbnbk , ∗)

′ → Sbnbk – оператор, який зiставляє
функцiоналу ψ ∈ (Sbnbk , ∗)

′ розв’язок задачi (2.27), (2.28).
Оператор Qt

t0
є лiнiйним i неперервним, вiн визначений

для довiльних t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 < ∞ i володiє
властивостями:

∀ψ ∈ (Sbnbk , ∗)
′ :
dQt

t0
ψ

dt
+ A∗

φQ
t
t0
ψ = 0, lim

t→t0
Qt
t0
ψ = ψ

(границя розглядається в просторi (Sbnbk )
′).

Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задачi (2.6),
(2.26), який розумiтимемо як регулярний функцiонал з
простору (Sbnbk , ∗)

′ ⊃ Sbnbk . Доведемо, що задача (2.6), (2.26)
може мати лише єдиний розв’язок у просторi (Sbnbk , ∗)

′. Для
цього досить довести, що єдиним розв’язком рiвняння (2.6)
при нульовiй граничнiй умовi може бути лише функцiонал
u(t, x) ≡ 0 (при кожному t ∈ (0,∞)). Застосуємо функцiо-
нал u до функцiї Qt

t0
ψ ∈ Sbnbk , де ψ – довiльно фiксований

елемент з простору Sbnbk ⊂ (Sbnbk , ∗)
′. Диференцiюючи по t i

використовуючи рiвняння (2.6), (2.26), знайдемо, що

∂

∂t
⟨u(t, ·), Qt

t0
ψ⟩ = ⟨∂u

∂t
,Qt

t0
ψ⟩+ ⟨u,

∂Qt
t0
ψ

∂t
⟩ =

= ⟨Aφu,Qt
t0
ψ⟩ − ⟨u,A∗

φQ
t
t0
ψ⟩ = ⟨Aφu,Qt

t0
ψ⟩−

−⟨Aφu,Qt
t0
ψ⟩ = 0, t ∈ [0, t0).
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Звiдси випливає, що ⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ є сталою величиною.

Iз властивостей абстрактних функцiй випливає спiввiдно-
шення

lim
t→t0

⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ = ⟨u(t, ·), ψ⟩ = const ≡ c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0,∞). Отже, якщо в (2.26) f = 0,
то

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨u(t, ·), ψ⟩ = c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = 0 для довiльного
ψ ∈ Sbnbk , тобто u(t0, x) – нульовий функцiонал з простору
(Sbnbk , ∗)

′. Оскiльки t0 ∈ (0,+∞) i t0 вибране довiльним
чином, то u(t, x) ≡ 0 для всiх t ∈ (0,∞). Теорема доведена.

2.3. Стабiлiзацiя розв’язкiв нелокальної задачi
у просторах типу S ′

Початок дослiджень зi стабiлiзацiї розв’язкiв задачi
Кошi для рiвняння теплопровiдностi було покладено у 50-х
роках М. Кжижанським. У працi [292] вiн побудував при-
клад обмеженої початкової функцiї, для якої розв’язок за-
дачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi не має границi
при t → +∞. Iдея конструкцiї прикладу Кжижанського
використовувалася iншими авторами при побудовi прикла-
дiв, якi характеризують поведiнку розв’язку в залежностi
вiд властивостей початкової функцiї. У бiльшостi праць,
присвячених стабiлiзацiї розв’язкiв задачi Кошi для тих чи
iнших рiвнянь параболiчного типу припускається, що по-
чаткова функцiя є звичайною, тобто дослiджуються вла-
стивостi розв’язкiв класичної задачi Кошi. При цьому ре-
зультати умовно можна роздiлити на двi групи в залеж-
ностi вiд того, обмеженою чи необмеженою є початкова
функцiя.Огляд праць, якi стосуються цього питання, на-
ведено в [27].
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У цьому пiдроздiлi вивчається питання про слабку ста-
бiлiзацiю до нуля розв’язку нелокальної багатоточкової
за часом задачi, тобто дослiджується стабiлiзацiя до ну-
ля розв’язку у тих просторах узагальнених функцiй типу
S ′, до яких належить функцiя f в умовi (2.26).

Зазначимо, що слабка стабiлiзацiя розв’язку задачi
Кошi для рiвняння теплопровiдностi дослiджувалася в
працях [293, 294], основний результат сформулювано в
термiнах узагальненого граничного кульового середньо-
го Mψ(f), рiвного l, вiд узагальненої початкової функцiї
f ∈ (S1/2(Rn))′, вперше введеного у працi [293]:

Mψ(f) = lim
R→+∞

MR,ψ(f) ≡ lim
R→+∞

1

mesKR(x0)
×

×
∫

KR(x0)

(f ∗ ψ)(x)dx = l

∫
Rn

ψ(x)dx, ψ ∈ S1/2(Rn),

де KR(x0) – куля радiуса R з центром у точцi x0,
mesKR(x0) – об’єм кулi KR(x0); Mψ(f) не залежить вiд ви-
бору центра кулi, тобто точки x0, а якщо l = 0, то Mψ(f)
не залежить i вiд вибору основної функцiї ψ [293].

Теорема 2.2. Розв’язок u(t, x) нелокальної багатоточ-
кової за часом задачi (2.6), (2.26) збiгається до нуля при
t→ +∞ у просторi (Sbnbk )

′.
Доведення. Нагадаємо, що розв’язок задачi (2.6),

(2.26) визначається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩ = ⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩,
де G – фундаментальний розв’язок зазначеної задачi,
Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ), T−x – оператор зсуву аргумента в про-
сторi Sbnbk .

Нехай ψ ∈ Sbnbk . Покладемо

ψt(ξ) =

+∞∫
−∞

G(t, x− ξ)ψ(x)dx, ψt,R(ξ) =

81



=

R∫
−R

G(t, x− ξ)ψ(x)dx, quadR > 0.

У цих позначеннях перевiримо, що: а) при кожному
t ≥ 2 i довiльному R > 0 функцiя ψt,R(ξ) належить до
простору Sbnbk , ψt,R(ξ) → ψt(ξ) при R → +∞ у просторi Sbnbk ;
б) ψt(ξ) ∈ Sbnbk при кожному t ≥ 2. Звiдси випливатиме, що

⟨u(t, x), ψ(x)⟩ =
+∞∫

−∞

⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩ψ(x)dx =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t, x)ψ(x+ ξ)dx⟩ =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)ψ(−(y − ξ))dy⟩ =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)φ̌(y − ξ)dy⟩, φ̌(x) = φ(−x)

(тут u(t, ·) трактується як регулярна узагальнена функцiя
з простору (Sbnbk )

′ при кожному t > 0).
Отже, встановимо а). При фiксованих {k, n} ⊂ Z+ має-

мо:

∣∣ξkDn
ξψt,R(ξ)

∣∣ ≤ +R∫
−R

∣∣ξkψ(x)Dn
ξG(t, x− ξ)

∣∣ dx ≤

≤
+∞∫

−∞

∣∣ξkψ(ξ + η)Dn
ηG(t, η)

∣∣ dη.
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Оскiльки ψ ∈ Sbnbk , то при деяких c1, L1, M1 > 0 справд-
жуються нерiвностi∣∣ξkDn

ξψ(ξ)
∣∣ ≤ c1L

k
1M

n
1 bkbn, {k, n} ⊂ Z+.

Звiдси, при кожному η ∈ R, дiстаємо оцiнки:

sup
ξ∈R

∣∣ξkψ(ξ + η)
∣∣ = sup

y∈R

∣∣(y − η)kψ(y)
∣∣ =

= sup
y∈R

∣∣∣∣∣
k∑
l=0

C l
ky

l(−η)k−lψ(y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

k∑
l=0

C l
k|η|k−l sup

y∈R
|ylψ(y)| ≤ c1b0

k∑
l=0

C l
kL

l
1bl|η|k−l.

Далi скористаємося оцiнками (2.19). Тодi

∣∣ξkDn
ξψt,R(ξ)

∣∣ ≤ c1b0

k∑
l=0

C l
kL

l
1bl

+∞∫
−∞

|ηk−lDn
ηG(t, η)|dη ≤

≤ c1b0Lt
−1An1bn

k∑
l=0

C l
kL

l
1bl

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
− ln γ̃(d0t

−1|η|)
}
dη.

Здiйснивши замiну змiнної iнтегрування за формулою
d0t

−1η = z, прийдемо до спiввiдношення

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
−lnγ̃(d0t−1|η|)

}
dη =

= (d−1
0 t)k−l+1

+∞∫
−∞

|z|k−l exp {−lnγ̃(z)} dz.
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Скориставшись властивiстю опуклостi функцiї lnγ̃, знай-
демо, що

exp {−lnγ̃(z)} ≤ exp
{
−lnγ̃

(z
2

)}
· exp

{
−lnγ̃

(z
2

)}
=

= γ
(z
2

)
exp

{
−lnγ̃

(z
2

)}
≤ c̃0γ(

z

2
) exp {−c̃|z|} , c̃0, c̃ > 0.

Тодi

Ik−l :=

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
−lnγ̃(d0t−1|η|)

}
dη ≤

≤ c̃0(d
−1
0 t)k−l+1 · sup

z

(
|z|k−lγ

(z
2

)) +∞∫
−∞

exp{−c̃|z|}dz.

Оскiльки

|z|k−lγ
(z
2

)
= |z|k−l inf bk−l

|z/2|k−l
≤ 2kbk−l, |z| ≥ 1,

l ∈ {0, 1, ..., k},
то правильним є нерiвностi

Ik−l ≤ c̃0αt
k+1(2d̃0)

kbk−l, t ≥ 2, l ∈ {0, 1, ..., k},

де d0 = max{d−1
0 , 1}, α =

+∞∫
−∞

exp{−c̃|z|}dz. Урахувавши

властивiсть д) послiдовностi {bk}, знайдемо, що

∣∣ξkDn
ξψt,R(ξ)

∣∣ ≤ c̃0c1αb0L(2d̃0t)
kAn1bn

k∑
l=0

C l
kL

l
1blbk−l ≤

≤ NL̃nAn1bn(2d̃0t)
kbk

k∑
l=0

C l
kL

l
1 = NAn2B

k
2bnbk, (2.29)
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деN = c1c̃0αb0LA, A2 = L̃A1, B2 = 4d0tmax{1, L1}, звiдки
й випливає, що ψt,R(ξ) ∈ Sbnbk при кожному t ≥ 2 i кожно-
му R > 0. Далi безпосередньо переконуємося в тому, що
ψt,R(ξ) → ψt(ξ) при R → +∞ рiвномiрно по ξ разом з усi-
ма своїми похiдними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Крiм
того, сукупнiсть функцiй ξkDn

ξψt,R(ξ), {k, n} ⊂ Z+, рiвно-
мiрно обмежена в просторi Sbnbk (ця властивiсть випливає з
оцiнок (2.29), у яких сталi N, A2, B2 > 0 не залежать вiд
R). Це i означає виконання умови а).

З умови а) випливає умова б), оскiльки в досконалому
просторi кожна обмежена множина є компактною.

Використовуючи властивостi а), б), прийдемо до
спiввiдношення

⟨u(t, ·), ψ⟩ =
+∞∫

−∞

G(t,−y)(f ∗ ψ̌)(y)dy, ψ ∈ Sbnbk .

Оскiльки функцiонал f – згортувач у просторi Sbnbk , то f ∗
ψ̌1 ∈ Sbnbk . Звiдси, зокрема, випливає, що

|(f ∗ ψ̌)(y)| ≤ c exp {− ln γ̃(ay)} , y ∈ R,

з деякими сталими c, a > 0. Урахувавши останню нерiв-
нiсть та оцiнки (2.19), знайдемо, що

|⟨u(t, ·), ψ⟩| ≤
+∞∫

−∞

|G(t,−y)||(f ∗ ψ̌)(y)|dy ≤

≤ Lb0ct
−1

+∞∫
−∞

exp
{
−lnγ̃(d0t−1y)

}
exp {−lnγ̃(ay)} dy ≤

≤ b̃t−1

+∞∫
−∞

exp {−lnγ̃(ay)} dy = b′t−1.
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Перейшовши тут до границi при t → +∞, дiстанемо, що
⟨u(t, ·), ψ⟩ → 0 при t→ +∞ для довiльної функцiї ψ ∈ Sbnbk ,
що й потрiбно було довести.

Далi будемо розглядати узагальненi функцiї, заданi на
просторi основних функцiй, який є неквазiаналiтичним.
Такий простiр мiстить в собi нескiнченно диференцiйов-
нi фiнiтнi функцiї. Зокрема, для довiльних неперетинних
промiжкiв [a1, b1] та [a2, b2] знайдеться основна функцiя,
рiвна одиницi на [a1, b1] та нулевi на [a2, b2]. Розглянемо по-
слiдовнiсть {b̃n, n ∈ Z+}, яка задовольняє умову: bn ≤ b̃n,
∀n ∈ Z+, де {bn = n!ρn} – послiдовнiсть, яка розглядала-
ся ранiше. При цьому мають мiсце неперервнi вкладення:
Sbnbk ⊂ S̃bnbk ⊂ (S̃bnbk )

′ ⊂ (Sbnbk )
′. Згiдно з теоремою Карлемана-

Островського (див., наприклад, [51]), клас S̃bnbk є неквазiа-
налiтичним тодi й лише тодi, коли виконується умова

+∞∫
1

lnT (λ)

λ2
dλ < +∞, T (λ) = sup

n∈Z+

λn

b̃n
. (2.30)

Отже, надалi вважатимемо, що послiдовнiсть {b̃n} така,
що вiдповiдна функцiя T (λ) задовольняє умову (2.30).

Наприклад, якщо {b̃n} = nnβ1 (β1 > β), то T (λ) ∼
exp{λ1/β1} i iнтеграл (2.30) збiгається при β1 > 1. Отже,
клас Snnβ1

kkβ
, 0 < β < 1, неквазiаналiтичний, якщо β1 > 1.

Якщо узагальнена функцiя f в умовi (2.26) є фiнiт-
ною (тобто носiй f (supp f) – обмежена множина в R),
то можна говорити про рiвномiрну стабiлiзацiю до нуля
розв’язку задачi (2.6), (2.26) при t → +∞. Зазначимо та-
кож, що кожна фiнiтна узагальнена функцiя є згортува-
чем у просторi S̃bnbk . Ця властивiсть випливає iз загально-
го результату, який вiдноситься до теорiї досконалих про-
сторiв (див. [22]): якщо Φ – досконалий простiр iз дифе-
ренцiйовною операцiєю зсуву, то кожний фiнiтний функ-
цiонал є згортувачем у просторi Φ. Фiнiтнi узагальненi
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функцiї утворюють досить широкий клас; зокрема, кож-
на обмежена замкнена множина F ⊂ R є носiєм деякої
узагальненої функцiї.

Теорема 2.3. Нехай u(t, x) – розв’язок задачi (2.6),
(2.26) з граничною функцiєю f в умовi (2.26), яка є еле-
ментом простору (S̃bnbk )

′ ⊂ (Sbnbk )
′ i supp f – обмежена

множина в R. Тодi u(t, x) → 0 при t→ +∞ рiвномiрно на
R.

Доведення. Нехай supp f ⊂ [a1, b1] ⊂ [a2, b2] ⊂ R. Роз-
глянемо функцiю ψ ∈ S̃bnbk таку, що ψ(x) = 1 для x ∈ [a1, b1]
i supp ψ ⊂ [a2, b2]. Така функцiя iснує, оскiльки простiр
S̃bnbk мiстить фiнiтнi функцiї. Функцiї ψ(ξ)G(t, x − ξ), (1 −
ψ(ξ))G(t, x− ξ), як функцiї ξ, є елементами простору S̃bnbk
(при кожному t > 0 та x ∈ R), тому

u(t, x) = ⟨fξ, ψ(ξ)G(t, x− ξ)⟩+ ⟨fξ, γ(ξ)G(t, x− ξ)⟩,

де γ(ξ) = 1−φ(ξ). Другий доданок у цiй рiвностi дорiвнює
нулевi, оскiльки supp (γ(ξ)G(t, x− ξ)) ∩ suppf = ∅. Тому

u(t, x) = t−1⟨fξ, tψ(ξ)G(t, x− ξ)⟩.

Отже, для доведення сформульованого твердження до-
сить показати, що сукупнiсть функцiй Φt,x(ξ) =

tψ(ξ)G(t, x − ξ) є обмеженою в просторi S̃bnbk при великих
значеннях t та x ∈ R, тобто

|Dn
ξΦt,x(ξ)| ≤ cBnb̃n exp {− ln γ̃(aξ)} , n ∈ Z+, (2.31)

де сталi c, B, a > 0 не залежить вiд t, x i ξ, якi змiнюють-
ся вказаним способом. Оцiнки (2.31) достатньо встановити
лише для ξ ∈ [a2, b2], бо Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ R \ [a2, b2].

Оскiльки ψ ∈ S̃bnbk , то

|Dn
ξψ(ξ)| ≤ c1B

n
1 b̃n exp {− ln γ̃(a1ξ)} , ξ ∈ R,

87



з деякими сталими c1, B1, a1 > 0. Звiдси та з оцiнок (2.19)
(при t > 1) випливають нерiвностi

|Dn
ξΦt,x(ξ)| = t

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

C l
nD

l
ξψ(ξ)D

n−l
ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ c1L×

× exp
{
− ln γ̃(d0t

−1|x− ξ|)− ln γ̃(a1ξ)
} n∑
l=0

C l
nB

l
1b̃lA

n−l
1 bn−l.

Врахувавши нерiвностi

exp
{
−d0(t−α|x− ξ|)1/(1−α)

}
≤ 1, t ≥ 2, x ∈ R, ξ ∈ [a2, b2],

bn−l ≤ b̃n−l, b̃l · b̃n−l ≤ ALnbn, A, L̃ > 0, знайдемо, що

|Dn
ξΦt,x(ξ)| ≤ c̃B̃nb̃n exp {− ln γ̃(a1ξ)} ,

де c̃ = c1LA, B̃ = 2L̃max{B1, A1} i всi сталi не залежать вiд
t, x, ξ, якi змiнюються вказаним чином. Теорема доведена.

Як приклад, розглянемо нелокальну багатоточкову за
часом задачу для рiвняння (2.6) з оператором Aφ, побу-
дованим за функцiєю φ(σ) = −σ2. У цьому випадку, як
вже зазначалося ранiше, Aφ = d2/dx2, а рiвняння (2.6) –
рiвняння теплопровiдностi. Оскiльки |e−z2 | = |e−(σ+iy)2 | =
e−σ

2+y2 , то в нерiвностi (2.12) для функцiї eφ(z) = e−z
2 cтала

c0 = 1, тобто, умова c0 ≤ 1 виконується. Внаслiдок теореми
1. нелокальна m – точкова за часом задача у пiвпросторi
t > 0 для рiвняння теплопровiдностi коректно розв’язна,
якщо f ∈ (S

1/2
1/2 ,∗ )

′. Скориставшись зображенням функцiї
Q2(σ) у випадку рiвняння теплопровiдностi знайдемо, що

G(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q1(t, σ)Q2(σ)e
iσxdσ =

= (2π)−1

∫
R

e−tσ
2

(
µ−

m∑
k=1

µke
−tkσ2

)−1

eiσxdσ =

88



= (2π)−1

∫
R

e−tσ
2

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!
×

×e−(t1r1+···+tmrm)σ2

eiσxdσ =

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!
G̃(t1r1+· · ·+tmrm+t, x),

G̃(λ, x), λ = t1r1 + · · · + tmrm + t, – фундаментальний
розв’язок задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi, тоб-
то

G̃(t, λ) =
1

2
√
πλ

exp

{
−x2

4λ

}
.

Зокрема, якщо f = δ ∈ (S
1/2
1/2 ,∗ )

′, то

u(t, x) = δ ∗G(t, x) = G(t, x).

Оскiльки supp δ = {0}, то, внаслiдок теореми 2.3, u(t, x) →
0 при t → +∞ рiвномiрно на R. Якщо m = 1 (випадок
двоточкової задачi), f = δ ∈ (S

1/2
1/2 ,∗ )

′ то

u(t, x) =
1

2µ

∞∑
r=0

(
µ1

µ

)r
1√

π(t+ rt1)
exp

{
− x2

4(t+ rt1)

}
,

µ > µ1.

2.4. Еволюцiйнi рiвняння в просторах Sα1−α,
α ∈ (0, 1)

У цьому пiдроздiлi дослiджується нелокальна багато-
точкова за часом задача для еволюцiйного рiвняння з опе-
ратором диференцiювання нескiнченного порядку, який
дiє в просторi Sα1−α, де α ∈ (0, 1) – фiксований параметр.
Це пов’язано з тим, що фундаментальний розв’язок тако-
го рiвняння є елементом простору F [Sα1−α] = S1−α

α . Зазна-
чимо, що результати, наведенi в п. 2.2 можна застосува-
ти у випадку, коли α = 1/2, тобто у випадку простору
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S
1/2
1/2 = Sn

n/2

kk/2
. Iншi випадки, коли α ∈ (0, 1), α ̸= 1/2, по-

трiбно дослiджувати окремо, за схемою, використаною в
п. 2.2.

Отже, розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u(t, x)

dt
= Aφu(t, x), (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, (2.32)

де Aφ – псевдодиференцiальний оператор у просторi
Sα1−α, α ∈ (0, 1), побудований за функцiєю φ, яка є муль-
типлiкатором у просторi S1−α

α i такою, що eφ ∈ S1−α
α , тобто

Aφψ = F−1[φ(σ)F [ψ]], ∀ψ ∈ Sα1−α. Iз властивостей перетво-
рення Фур’є у просторах типу S та властивостей функцiї
φ випливає, що Aφ – лiнiйний неперервний оператор у про-
сторi Sα1−α, який також можна розумiти як диференцiаль-
ний оператор нескiнченного порядку вигляду

Aφψ(x) =
∞∑
k=0

ck
[
(iDx)

kψ
]
(x), Dx = d/dx; ∀ψ ∈ Sα1−α,

якщо φ(σ) =
∞∑
k=0

ckσ
k (див. [127]).

Символом P 1−α
α позначатимемо клас функцiй (сим-

волiв), якi задовольняють сформульованi вище умови. На-
приклад, нехай φ(x) = P (x), x ∈ R – полiном степеня 2b,
b ∈ N, над полем комплексних чисел, який задовольняє
умову

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.

Очевидно, що P – мультиплiкатор у просторi S1−α
α , де α =

1/(2b). Крiм того,

|eP (x)| = eReP (x) ≤ e−c|x|
2b

, x ∈ R;

∃c1 > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |eP (z)| ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b

.
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Тодi з огляду на теореми 1–3 з [22], якi є узагальненнями
теореми Фрагмена-Лiндельофа, дiстанемо, що цiла функ-
цiя eP (z) у комплекснiй площинi задовольняє нерiвнiсть

|eP (z)| ≤ c0e
−c2|x|2b+c3|y|2b , c0, c2, c3 > 0.

З останньої нерiвностi та характеристики просторiв Sβα

випливає, що eP (z) ∈
◦
S1−α
α , де α = 1/(2b). Зазначимо та-

кож, що рiвняння (2.32) у даному випадку набуває вигляду
∂u/∂t = P (iDx)u i є рiвнянням, параболiчним за Петровсь-
ким, а умови на функцiю-символ φ є певними аналогами
умови “параболiчностi” для еволюцiйних рiвнянь з частин-
ними похiдними.

Для рiвняння (2.32) задамо нелокальну багатоточкову
за часом умову

µu(t, ·)|t=0 −
m∑
k=1

µku(t, ·)|t=t1 = f, (2.33)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞)
– фiксованi числа, причому

µ > m

m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < . . . < tm < +∞, f ∈ Sα1−α.

Розв’язок задачi (2.32), (2.33) шукаємо за допомогою
перетворення Фур’є. У результатi дiстанемо, що

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω.

де G(t, x) = F−1 [Q(t, σ)] (x),

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), Q1(t, σ) = exp{tφ(σ)},

Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

≡

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

.

91



Дослiдимо властивостi функцiї Q(t, σ) як функцiї ар-
гумента σ.

Оскiльки φ ∈ P 1−α
α , то iснують числа c0, a, b > 0, такi,

що

|eφ(z)| ≤ c0 exp{−a|σ|1/α + b|τ |1/α}, z = σ + iτ ∈ C.
Надалi вважаємо, що стала c0 > 0 задовольняє умову c0 ≤
1. Тодi

|etφ(z)| = |eφ(z)|t ≤ [c0 exp{−a|σ|1/α + b|τ |1/α}]t ≤
≤ exp{−at|σ|1/α + bt|τ |1/α} (2.34)

З нерiвностi (2.34) випливає, що Q1(t, ·) як функцiя аргу-
мента σ є елементом простору S1−α

α при кожному t > 0.
Лема 2.6. Нехай φ ∈ P 1−α

α . Для функцiї Q1(t, σ), t >
0, σ ∈ R та її похiдних (за змiнною σ) правильними є
оцiнки

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ cAstsαss(1−α) exp{−a1t|σ|1/α}, s ∈ Z+,

(2.35)
де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t.

Доведення здiйснюється за схемою доведення леми 1.
Отже, внаслiдок iнтегральної формули Кошi,

Ds
σQ1(t, σ) =

s!

2πi

∫
ΓR

Q1(t, z)

(z − σ)s+1
dz, s ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Викори-
стовуючи (2.34), отримуємо нерiвностi

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤

s!

Rs
max
z∈ΓR

|Q1(t, z)| ≤
s!

Rs
exp{−at|σ0|1/α+btR1/α},

де σ0 – точка максимуму функцiї exp{−at|ξ|1/α}, ξ ∈ [σ −
R, σ +R]. Зауважимо, що

σ0 =


0, якщо |σ| ≤ R,

σ +R, якщо σ ≤ −R,
σ −R, якщо σ ≥ R.
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Оскiльки α ∈ (0, 1), то 1/α − 1 > 0, тому ξ1/α =

1
α

ξ∫
0

τ 1/α−1dτ . Отже, M(ξ) = ξ1/α є опуклою донизу на

промiжку (0,+∞) функцiєю, яка задовольняє нерiвнiсть
вигляду

M(ξ1) +M(ξ2) ≤M(ξ1 + ξ2), ξ1, ξ2 ∈ (0,+∞)

або нерiвнiсть M(ξ1) −M(ξ1 + ξ2) ≤ −M(ξ2). Звiдси вип-
ливає iснування сталих ã > 0, ˜̃a > 0, що

exp{−M(σ0)} ≤ exp{−M(ãσ) +M(˜̃aR)}, ∀R > 0, σ ≥ 0.

Отже, виконується нерiвнiсть

exp{−at|σ0|1/α} ≤ exp{−a1t|σ|1/α + a2tR
1/α}, a1, a2 > 0.

Тодi

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤

s!

Rs
exp{−a1t|σ|1/α + b1tR

1/α} ≤

≤ s! inf
R>0

(R−s exp
{
b1t|R|1/α

}
· exp

{
−a1t|σ|1/α

}
=

= s!ωstαss−αs exp
{
−a1t|σ|1/α

}
, s ∈ Z+,

де ω = ( b1e
α
)α. На пiдставi формули Стiрлiнга переконує-

мося, що при фiксованому s ∈ Z+ виконується нерiвнiсть

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ cAstsαss(1−α) exp

{
−a1t|σ|1/α

}
,

t ∈ (0,+∞), σ ∈ R,

де сталi c, A, a1 > 0 не залежать вiд t. Лема доведена.
Використовуючи методику доведення леми 2.2, доводи-

мо, що правильними є нерiвностi

|Ds
σQ2(σ)| ≤ c̃As1s

s(1−α), s ∈ N,
93



де c̃ = cµ−1
∞∑
r=0

µ̃rrs < +∞, µ̃ = µ−1µ0m < 1, c′ = cµ−1,

µ0 = max{µ1, ..., µm}. З останньої нерiвностi та обмежено-
стi функцiї Q2 на R випливає, що Q2 – мультиплiкатор у
просторi S1−α

α . Звiдси та на пiдставi леми 2.4 робимо висно-
вок, що Q(t, σ), як функцiя σ, є елементом простору S1−α

α ,
при цьому справджуються нерiвностi

|Ds
σQ(t, σ)| =≤ b̃B̃sss(1−α)tsα exp

{
−a1t|σ|1/α

}
, t > 1

(2.36)
де сталi b̃, B̃, a1 > 0 не залежать вiд t.

Урахувавши властивостi перетворення Фур’є
та спiввiдношення Sα1−α = F [S1−α

α ], отримаємо, що
G(t, ·) ∈ Sα1−α при кожному t > 0. Видiлимо в оцiн-
ках функцiї G та її похiдних (за змiнною x) залежнiсть
вiд параметра t, якщо t > 1. Для цього скористаємось
спiввiдношенням

xkDs
xF [g](x) = ik+sF [(σsg(σ))(k)] =

= ik+s
∫
R

(σsg(σ))(k)eixσdσ, {k, s} ⊂ Z+, g ∈ S1−α
α .

Отже,

xkDs
xG(t, x) = (2π)−1ik+s(−1)s

∫
R

(σsQ(t,−σ))(k)eixσdσ.

У [22] доведено, що послiдовнiсть mkn = kk(1−α)nnα, α ∈
(0, 1), задовольняє нерiвнiсть

kn
mk−1,n−1

mkn

≤ γ(k + n), γ > 0.

Застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добут-
ку двох функцiй, оцiнки (2.36) та останню нерiвнiсть, знай-
демо, що для t > 1 справджуються нерiвностi∣∣∣(σsQ(t,−σ))(k)∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

k∑
p=0

Cp
k(σ

s)(p)Q(k−p)(t,−σ)

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∣∣σsQ(k)(t,−σ)

∣∣+ ks
∣∣σs−1Q(k−1)(t,−σ)

∣∣+
+
k(k − 1)

2!
s(s− 1)

∣∣σs−2Q(k−2)(t,−σ)
∣∣+ · · · ≤

≤ b̃AsB̃kkk(1−α)tkαssαt−sα exp
{
−a1

2
t|σ|1/α

}
×

×
(
1 +

ks

AB

ms−1,k−1

msk

+
1

2!

ks

A2B2

ms−1,k−1

msk

(k − 1)(s− 1)×

×ms−2,k−2

ms−1,k−1

+ . . .
)
≤ bAsB̃ktkαt−sαkk(1−α)ssα×

× exp
{
−a1

2
t|σ|1/α

}(
1 +

γ

AB
(k + s)+

+
1

2!

γ2

A2B2
(k + s)2 + . . .

)
≤ b̃AsB̃ktkαt−sαkk(1−α)ssα×

× exp
{ γ

AB
(k + s)

}
exp

{
−a1

2
t|σ|1/α

}
≤

≤ cAs1B
k
1 t
kαt−sαkk(1−α)ssα exp

{
−a0t|σ|1/α

}
,

A1 = A exp
( γ

AB

)
, B1 = B̃ exp

( γ

AB

)
, a0 =

a1
2
, c = b̃.

Отже,∣∣xkDs
xG(t, x)

∣∣ ≤ c1A
s
1B

k
1 t

−(s+1)αtkαkk(1−α)ssα,

{k, s} ⊂ Z+, t > 1, x ∈ R.
Тодi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c1A

s
1s
sαt−(s+1)α inf

k

Bk
1k

k(1−α)

(t−α|x|)k
≤

≤ c̃As1s
sαt−(s+1)α exp

{
−d0(t−α|x|)1/(1−α)

}
, s ∈ Z+, t > 1,

сталi c̃, A1, d0 > 0 не залежать вiд t; тут ми скористалися
вiдомою нерiвнiстю з [22]

inf
k

Lkkkω

|x|k
≤ L0 exp

{
−l|x|1/ω

}
, L0, l > 0.

Таким чином, правильним є таке твердження.
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Лема 2.7. Для функцiї G(t, x), t > 1, x ∈ R, та її
похiдних (за змiнною x) справджуються нерiвностi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c̃As1s

sαt−(s+1)α exp
{
−d0(t−α|x|)1/(1−α)

}
, s ∈ Z+,

(2.37)
сталi c̃, A1, d0 не залежать вiд t.

Лема 2.8. а) Функцiя G(t, x), t ∈ (0,+∞), як аб-
страктна функцiя параметра t зi значеннями в просторi
Sα1−α, диференцiйовна по t.

б) Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
, ∀f ∈

(
Sα1−α

)′
, t > 0.

в) У просторi (Sα1−α)′ справджується граничне спiввiд-
ношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ.

Доведення тверджень а), в) аналогiчнi доведенням лем
4. та 5. вiдповiдно, твердження в) є наслiдком твердження
а).

Символом (Sα1−α, ∗)
′ позначимо клас узагальнених

функцiй з (Sα1−α)
′, якi є згортувачами в просторi Sα1−α.

Сформулюємо тепер m-точкову за часом задачу так:
знайти розв’язок рiвняння (2.32), який задовольняє умову:

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (Sα1−α, ∗)
′, (2.38)

де граничне спiввiдношення (2.38) розглядається в про-
сторi (Sα1−α)

′ (обмеження на параметри µ, µ1, . . . , µm,
t1, . . . , tm) такi ж, як у випадку задачi (2.32), (2.33).

Теорема 2.4. Задача (2.32), (2.38) коректно розв’язна.
Розв’язок дається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,
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при цьому u(t, ·) ∈ Sα1−α при кожному t > 0.
Доведення теореми 4. аналогiчне доведенню теореми 1..
Теорема 2.5. Розв’язок u(t, x) нелокальної багатоточ-

кової за часом задачi (2.32), (2.38) стабiлiзується до нуля
в просторi (Sα1−α)′.

Доведення. Нагадаємо, що розв’язок задачi (2.32),
(2.37) визначається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩ = ⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩,

де G – фундаментальний розв’язок зазначеної задачi,
Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ), T−x – оператор зсуву в просторi Sα1−α.

Нехай ψ ∈ Sα1−α. Покладемо

ψt(ξ) =

+∞∫
−∞

G(t, x− ξ)ψ(x)dx,

ψt,R(ξ) =

R∫
−R

G(t, x− ξ)ψ(x)dx, R > 0, t > 1.

У цих позначеннях перевiримо, що: а) при кожному t > 1 i
фiксованому R > 0 функцiя ψt,R(ξ) належить до простору
Sα1−α i ψt,R(ξ) → ψt(ξ) при R → +∞ у просторi Sα1−α; б)
ψt(ξ) ∈ Sα1−α для кожного t ∈ (0,∞). Звiдси дiстається, що

⟨u(t, x), ψ(x)⟩ =
+∞∫

−∞

⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩ψ(x)dx =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t, x)ψ(x+ ξ)dx⟩ =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)ψ(−(y−ξ))dy⟩ = ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)φ̌(y−ξ)dy⟩,
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φ̌(x) = φ(−x)
(тут u(t, ·) трактується як регулярна узагальнена функцiя
з простору (Sα1−α)

′ при кожному t > 0).
Отже, встановимо а). При фiксованих {k,m} ⊂ Z+ має-

мо:

∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣ ≤ +R∫
−R

∣∣ξkψ(x)Dm
ξ G(t, x− ξ)

∣∣ dx ≤

≤
+∞∫

−∞

∣∣ξkψ(ξ + η)Dm
η G(t, η)

∣∣ dη.
Але ψ ∈ Sα1−α i тому для деяких c, L, M > 0∣∣ξkDm

ξ ψ(ξ)
∣∣ ≤ cLkMmkk(1−α)mmα, {k,m} ⊂ Z+.

Звiдси, при кожному η ∈ R,

sup
ξ∈R

∣∣ξkψ(ξ + η)
∣∣ = sup

y∈R

∣∣(y − η)kψ(y)
∣∣ =

= sup
y∈R

∣∣∣∣∣
k∑
l=0

C l
ky

l(−η)k−lψ(y)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

k∑
l=0

C l
k|η|k−l sup

y∈R
|ylψ(y)| ≤ c

k∑
l=0

C l
kL

lll(1−α)|η|k−l.

Далi скористаємося оцiнками (2.37). Тодi

∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣ ≤ c
k∑
l=0

C l
kL

lll(1−α)
+∞∫

−∞

|ηk−lDm
η G(t, η)|dη ≤

≤ cc̃Am1 t
−(m+1)αmmα

k∑
l=0

C l
kL

lll(1−α)×
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×
+∞∫

−∞

|η|k−l exp
{
−d0(t−α|η|)1/(1−α)

}
dη.

Здiйснюючи тут замiну змiнної iнтегрування за формулою
ηt−α = z, прийдемо до нерiвностей

+∞∫
−∞

|η|k−l exp
{
−d0(t−α|η|)1/(1−α)

}
dη = t(k−l+1)α×

×
+∞∫

−∞

|z|k−l exp
{
−d0|z|1/(1−α)

}
dz = 2t(k−l+1)α×

×
+∞∫
0

zk−l exp
{
−εz1/(1−α)

}
exp

{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz ≤

≤ 2t(k−l+1)α sup
z∈[0,+∞)

(
zk−l exp

{
−εz1/(1−α)

}) +∞∫
0

×

× exp
{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz ≤ c0t

(k−l+1)α×

×Lk−l0 (k − l)(k−l)(1−α), c0 = 2

+∞∫
0

exp
{
−(d0 − ε)z1/(1−α)

}
dz,

0 < ε < d0, L0 > 0, L0 – залежить лише вiд ε та α. Таким
чином,

∣∣ξkDm
ξ ψt,R(ξ)

∣∣ ≤ c0cc̃A
m
1 t

−(m+1)αmmα

k∑
l=0

C l
kt

(k−l+1)α×

×Lk−l0 (k − l)(k−l)(1−α)Llll(1−α) ≤ c1L
k
1A

m
2 k

k(1−α)mmα, (2.39)

де c1 = c0cc̃t
1−α, L1 = 2max{Ltα, L0}, A2 = A1t

−α. Отже,
ψt,R(ξ) ∈ Sα1−α для кожного t > 1 i довiльного R > 0. Далi
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безпосередньо переконуємося в тому, що ψt,R(ξ) → ψt(ξ)
при R → +∞ рiвномiрно по ξ разом з усiма своїми похiд-
ними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Крiм того, сукупнiсть
функцiй ξkDm

ξ ψt,R(ξ), {k,m} ⊂ Z+, рiвномiрно обмежена в
просторi Sα1−α (ця властивiсть випливає з оцiнок (2.39), у
яких сталi c1, L1, A2 > 0 не залежать вiд R). Це i означає
виконання умови а).

З умови а) випливає б), оскiльки в досконалому про-
сторi кожна обмежена множина є компактною.

Використовуючи властивостi а), б), прийдемо до
спiввiдношення

⟨u(t, ·), ψ⟩ =
+∞∫

−∞

G(t,−y)(f ∗ ψ̌)(y)dy.

Подамо тепер функцiю ψ̌ у виглядi: ψ̌(x) = ψ̌1(x) + ψ̌2(x),
x ∈ R, де

ψ̌1(x) =
1

2
[ψ̌(x) + ψ̌(−x)], ψ̌2(x) =

1

2
[ψ̌(x)− ψ̌(−x)]−

вiдповiдно парна та непарна частини функцiї ψ̌. Тодi, вна-
слiдок властивостi лiнiйної згортки,

⟨u(t, ·), ψ⟩ =
+∞∫

−∞

G(t,−y)
[
(f ∗ ψ̌1)(y) + (f ∗ ψ̌2)(y)

]
dy.

Зазначимо тепер, що коли g – парна (непарна) функцiя, то
й згортка f ∗ g є парною (непарною) функцiєю. Справдi,
нехай, наприклад, g – парна функцiя. Тодi

(f∗g)(x) = ⟨fξ, T−xǧ(ξ)⟩ = ⟨fξ, T−xǧ(−ξ)⟩ = ⟨fξ, ǧ(−ξ−x)⟩ =

= ⟨fξ, ǧ(−(ξ+x))⟩ = ⟨fξ, ǧ(ξ+x)⟩ = ⟨fξ, Txǧ(ξ)⟩ = (f∗g)(−x).
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Випадок непарної функцiї g розглядається аналогiчно.
Враховуючи це зауваження, дiстаємо, що

⟨u(t, ·), ψ⟩ = 2

∞∫
0

[
G1(t,−y)(f ∗ ψ̌1)(y)+

+G2(t,−y)(f ∗ ψ̌2)(y)
]
dy,

де G1, G2 – вiдповiдно парна та непарна частини функцiї
G. Далi, не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що
G(t,−y) є, наприклад, парною функцiєю змiнної y. Тодi

⟨u(t, ·), ψ⟩ = 2

∞∫
0

G(t,−y)(f ∗ ψ̌1)(y)dy =

= 2

∞∫
0

G(t,−y)

 d

dy

y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

 dy =

= 2G(t,−y)
y∫

0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ |∞0 +

+2

∞∫
0

∂

∂y
G(t,−y)

 y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

 dy =

= 2

∞∫
0

∂

∂y
G(t,−y)

 y∫
0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

 dy.

Тут ми скористались тим, що G(t, ·) ∈ Sα1−α при кожному
t > 0. Крiм того, функцiонал f – згортувач у просторi
Sα1−α, тобто f ∗ ψ̌1 ∈ Sα1−α. Звiдси випливає, зокрема, що

|(f ∗ ψ̌1)(τ)| ≤ c exp
{
−a|τ |1/(1−α)

}
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з деякими сталими c, a > 0. Отже,∣∣∣∣∣∣
y∫

0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|(f ∗ ψ̌1)(τ)|dτ ≤

≤ c

∞∫
0

exp
{
−aτ 1/(1−α)

}
dτ < +∞.

Зазначимо також, що
y∫

0

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ =
1

2

y∫
−y

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ = yMy,ψ̌1
(f), y > 0.

∣∣∣My,ψ̌1(f)

∣∣∣ = 1

2y

∣∣∣∣∣∣
y∫

−y

(f ∗ ψ̌1)(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

2y

y∫
−y

exp
{
−a|τ |1/(1−α)

}
dτ =

c2
y

→ 0,

y → +∞.

Тодi, врахувавши оцiнки (2.36) та останнє спiввiдношення,
знайдемо, що

|⟨u(t, ·), ψ⟩| = 2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

∂

∂y
G(t,−y)yMy,ψ̌1

(f)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c̄t−2α

∞∫
0

y exp
{
−d0(t−αy)1/(1−α)

}
My,ψ̌1

(f)dy.

Здiйснимо замiну змiнної iнтегрування: y = tαz. Тодi

|⟨u(t, ·), ψ⟩| ≤ c̄

∞∫
0

z exp
{
−d0z1/(1−α)

}
Mtαz,ψ̌1

(f)dz.
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Оскiльки Mtαz,ψ̌1
(f) → 0 при t→ +∞, то перейшовши до

границi при t→ +∞ пiд знаком iнтеграла дiстанемо, що
⟨u(t, ·), ψ⟩ → 0 при t → +∞ для довiльної функцiї ψ ∈
Sα1−α, що й потрiбно було довести.

Якщо узагальнена функцiя f в умовi (2.38) є фiнiтною
(тобто носiй f (supp f) – обмежена множина в R), то мож-
на говорити про рiвномiрну стабiлiзацiю до нуля розв’язку
задачi (2.32), (2.38). Зазначимо також, що кожна фiнiтна
узагальнена функцiя є згортувачем у просторi Sα1−α (див.
п. 2.3).

Теорема 2.6. Нехай u(t, x) – розв’язок задачi (2.32),
(2.38) з граничною функцiєю f в умовi (2.38), яка є еле-
ментом простору (Sβ1−α)

′ ⊂ (Sα1−α)
′, β > 1, i supp f –

обмежена множина в R. Тодi u(t, x) → 0 при t → +∞
рiвномiрно на R.

Доведення. Нехай supp f ⊂ [a1, b1] ⊂ [a2, b2] ⊂ R. Роз-
глянемо функцiю ψ ∈ Sβ1−α, β > 1, таку, що ψ(x) = 1 для
x ∈ [a1, b1] i supp ψ ⊂ [a2, b2]. Така функцiя iснує, оскiльки
простiр Sβ1−α при β > 1 мiстить фiнiтнi функцiї [22]. Функ-
цiї ψ(ξ)G(t, x − ξ), (1 − ψ(ξ))G(t, x − ξ), як функцiї ξ, є
елементами простору Sβ1−α (при кожному t > 0 та x ∈ R),
тому

u(t, x) = ⟨fξ, ψ(ξ)G(t, x− ξ)⟩+ ⟨fξ, γ(ξ)G(t, x− ξ)⟩,

де γ(ξ) = 1−ψ(ξ). Другий доданок у цiй рiвностi дорiвнює
нулевi, бо supp (γ(ξ)G(t, x− ξ)) ∩ suppf = ∅. Тому

u(t, x) = t−α/2⟨fξ, tα/2ψ(ξ)G(t, x− ξ)⟩.

Отже, для доведення сформульованого твердження до-
сить показати, що сукупнiсть функцiй Φt,x(ξ) =

tα/2ψ(ξ)G(t, x − ξ) є обмеженою в просторi Sβ1−α при ве-
ликих значеннях t та x ∈ R, тобто

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cBmmmβ exp

{
−a|ξ|1/(1−α)

}
, m ∈ Z+, (2.40)
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де сталi c, a, B > 0 не залежать вiд t, x i ξ, якi змiнюють-
ся вказаним способом. Оцiнку (2.40) достатньо встановити
лише для ξ ∈ [a2, b2], бо Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ R \ [a2, b2].

Оскiльки ψ ∈ Sβ1−α, то

|Dm
ξ ψ(ξ)| ≤ c1B

m
1 m

mβ exp
{
−a1|ξ|1/(1−α)

}
з деякими сталими c1, a1, B1 > 0. Звiдси та з оцiнок (2.37)
(при t > 1) випливають нерiвностi

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ tα/2

∣∣∣∣∣
m∑
l=0

C l
mD

l
ξψ(ξ)D

m−l
ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c1c̃t

α/2 exp
{
−d0(t−α|x− ξ|)1/(1−α) − a1|ξ|1/(1−α)

}
×

×
m∑
l=0

C l
mB

l
1l
lβt−(m−l+1)αAm−l

1 (m− l)(m−l)α.

Врахуємо тепер очевиднi нерiвностi при t ≥ 1, x ∈ R, ξ ∈
[a2, b2] :

tα/2−(m−l+1)α exp
{
−d0(t−α|x− ξ|)1/(1−α)

}
≤ 1,

l ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Тодi

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cBmmmβ exp

{
−a|ξ|1/(1−α)

}
,

де c = c1c̃, B = 2max{A1, B1} i всi сталi не залежать вiд
t, x, ξ. Теорема доведена.
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Роздiл 3. Еволюцiйнi рiвняння з гармонiйним
осцилятором

Встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної
багатоточкової за часом задачi для диференцiально-
операторних рiвнянь другого порядку з гармонiйним осци-
лятором i функцiями вiд такого оператора у випадку, ко-
ли гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу уль-
трарозподiлiв i ототожнюється з певним формальним ря-
дом Фур’є-Ермiта. Знайдено зображення розв’язку задачi
у виглядi згортки фундаментального розв’язку з гранич-
ною функцiєю.

3.1. Простори основних та узагальнених
елементiв

Нехай A – невiд’ємний самоспряжений оператор з су-
то дискретним спектром у сеперабельному гiльбертовому
просторi H зi скалярним добутком (·, ·) та нормою ∥ · ∥,
{ek, k ≥ 1} - ортонормований базис з його власних век-
торiв, {λk, k ≥ 1} – послiдовнiсть вiдповiдних власних чи-
сел, розмiщених у порядку зростання, при цьому кожне
власне число береться стiльки разiв, якою є його крат-
нiсть, i

∑
k:λk ̸=0

λ−pk <∞ при деякому p > 0.

Позначимо

Φm =
{
φ ∈ H

∣∣∣φ =
m∑
k=1

ck,φek, ck,φ ∈ C
}
, Φ = lim

m→∞
indΦm

(очевидно, що Φ лежить щiльно в H та iнварiантно вiд-
носно A), а через Φ′ – простiр усiх антилiнiйних неперерв-
них функцiоналiв на Φ зi слабкою збiжнiстю. Зiставлення

H ∋ φ −→ fφ ∈ Φ′ : ⟨fφ, ψ⟩ = (φ, ψ),∀ψ ∈ Φ,

визначає вкладення H ⊂ Φ′ (⟨f, ψ⟩ позначає дiю функцiо-
нала f на элемент ψ). Елементи з Φ′ називаються узагаль-
неними.
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Нехай s – простiр усiх числових послiдовностей {sk, k ≥
1} (sk ∈ C) з покоординатною збiжнiстю. Iзоморфiзм J :
f → {ck(f) = ⟨f, ek⟩, k ≥ 1} ∈ s iз Φ′ на s вiдображає
Φ на множину фiнiтних послiдовностей iз s, а H – на l2.
При цьому оператору A вiдповiдає операцiя {ck(f), k ≥
1} → {λkck(f), k ≥ 1} i його можна розширити на Φ′ до
неперервного оператора Â: Âf = J−1{λkck(f), k ≥ 1}.

Нехай f ∈ Φ′. Ряд
∞∑
k=1

ckek, де ck = ⟨f, ek⟩, називається

рядом Фур’є елемента f ∈ Φ′, а числа ck – його коефi-
цiєнтами Фур’є. Для довiльного елемента f ∈ Φ′ його ряд

Фур’є збiгається в Φ′ до f . Навпаки, довiльний ряд
∞∑
k=1

ckek

збiгається в Φ′ до деякого елемента f ∈ Φ′ i цей ряд є ря-
дом Фур’є для f [66]. Отже, Φ′ можна розумiти як простiр

формальних рядiв вигляду
∞∑
k=1

ckek.

Введемо тепер деякi класи елементiв, якi породженi
оператором A. Позначимо

H∞(A) := lim
α→∞

prHα(A), Hα(A) = D(Aα),

Gβ,B(A) := {φ ∈ H∞(A)| ∃c > 0 ∃B > 0 ∀n ∈ N :

∥Anφ∥ ≤ cBnnnβ},

де β > 0 – фiксований параметр. Простiр Gβ,B(A) є бана-
ховим вiдносно норми ∥φ∥β,B = sup

n
(∥Anφ∥/(Bnnnβ)). Про-

стiр G{β}(A) := lim
B→∞

indGβ,B(A) називається простором
Жевре порядку β. Якщо через H ′

∞(A), G′
{β}(A) позначи-

ти простори, топологiчно спряженi з просторами H∞(A),
G{β}(A) вiдповiдно, то, згiдно [66], прийдемо до ланцюжка
щiльних i неперервних вкладень Φ ⊂ G{β}(A) ⊂ H∞(A) ⊂
H ⊂ H ′

∞(A) ⊂ G′
{β}(A) ⊂ Φ′, β > 1.
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Символом Hα,β позначимо сукупнiсть тих елементiв
f ∈ Φ′, для яких при деякому α > 0

∥f∥2Hα,β
:=

∞∑
k=1

exp(2αλ
1/β
k )|ck|2 <∞,

ck = ⟨f, ek⟩, k ∈ N, i покладемо H{β} = lim
α→+0

indHα,β. Вiд-

повiдно, H ′
{β} = lim

α→+0
prH ′

α,β. Як доведено в [66], G{β}(A) =

H{β}.
Простори G{β}(A), G′

{β}(A) з точки зору поведiнки ко-
ефiцiєнтiв Фур’є їх елементiв описуються так [66]:

(f ∈ G{β}(A)) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ N :

|ck(f)| ≤ c exp(−µλ1/βk ));

(f ∈ G′
{β}(A)) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0∀k ∈ N :

|ck(f)| ≤ c exp(µλ
1/β
k )).

Нехай {f1, f2} ⊂ Φ′, f1 =
∞∑
k=1

ck(f1)ek, f2 =
∞∑
k=1

ck(f2)ek.

У просторi Φ′ визначимо операцiю “∗”, яку називатимемо
“абстрактною згорткою” (або просто згорткою) i задамо
формулою

f1 ∗ f2 =
∞∑
k=1

ck(f1)ck(f2)ek ≡
∞∑
k=1

ck(f1 ∗ f2)ek,

тобто ck(f1 ∗ f2) = ck(f1)ck(f2), k ∈ Z+.

3.2. Функцiї Ермiта. Формальнi ряди
Фур’є-Ермiта

Функцiя F : R → R називається ваговою, якщо во-
на невiд’ємна i така, що абсолютно збiгаються iнтеграли
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αn =

∫
R

xnF (x)dx, n ∈ Z+, якi називаються степеневими

моментами функцiї F . Наприклад, за F , зокрема, можна
взяти функцiю exp(−x2), x ∈ R. Користуючись методом
математичної iндукцiї можна довести (див. [295]), що

(e−x
2

)(n) = e−x
2

[n/2]∑
k=0

(−1)n−kn!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k, n ∈ Z+, x ∈ R.

Отже, функцiя Hn(x) = (−1)nex
2

(e−x
2

)(n), n ∈ Z+, є мно-
гочленом степеня n. Цей многочлен називається стандар-
тизованим многочленом Ермiта, а вiдповiдна формула –
формулою Родрiга. Многочлени Hn, n ∈ Z+, ортогональнi
на R з ваговою функцiєю F ; при цьому∫

R

e−x
2

Hn(x)dx =
√
π2nn!, n ∈ Z+.

Отже, ортонормованi многочлени Ермiта Ĥn, n ∈ Z+, ма-
ють вигляд

Ĥn(x) =
Hn(x)√√
π2nn!

=
(−1)n√√
π2nn!

ex
2

(e−x
2

)(n), n ∈ Z+, x ∈ R.

Многочлени Ĥn, n ∈ Z+, побудованi за ваговою функ-
цiєю F (x) = exp(−x2), x ∈ R, утворюють ортонормований
базис у просторi L2(R, exp(−x2)). У просторi ж L2(R) ор-
тонормований базис утворюють функцiї Ермiта

hn(x) = e−x
2/2Ĥn(x) = (−1)nπ−1/4(2nn!)−1/2ex

2/2(e−x
2

)(n),

n ∈ Z+, x ∈ R.

У просторi H = L2(R) розглянемо гармонiйний ос-
цилятор – невiд’ємний самоспряжений оператор A, який
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є замиканням оператора −d2/dx2 + x2, заданого на мно-
жинi фiнiтних нескiнченно диференцiйовних на R функ-
цiй. Спектр цього оператора дискретний, його власнi чис-
ла λk = 2k + 1, k ∈ Z+, власнi функцiї – функцiї Ермiта
hk, k ∈ Z+ [51]. Простiр Φ у даному випадку складається
з функцiй φ вигляду

φ(x) =
m∑
k=0

ck,φhk(x), ck,φ ∈ C, x ∈ R,m ∈ Z+.

Ряд
∞∑
k=0

ckhk, де ck = ⟨f, hk⟩, називається рядом Фур’є-

Ермiта функцiонала f ∈ Φ′, а числа ck, k ∈ Z+, – його
коефiцiєнтами Фур’є (надалi елементи простору Φ′ нази-
ватимемо узагальненими функцiями). Простiр Φ′ у дано-
му конкретному випадку можна розумiти як простiр фор-

мальних рядiв вигляду
∞∑
k=0

ckhk.

У працi [51] доведено, що Sβ/2β/2 = G{β}(A) при β ≥ 1, де
A – гармонiйний осцилятор. Тодi, як випливає iз загаль-
ної теорiї невiд’ємних самоспряжених операторiв у гiль-
бертовому просторi з дискретним спектром (див. п. 3.1),
простори Sββ , (Sββ )

′, β ≥ 1/2, можна охарактеризувати так.

Якщо f =
∞∑
k=0

ckhk ∈ Φ′, ck = ⟨f, ek⟩, то правильними є

такi спiввiдношення еквiвалентностi:
а) (f ∈ Sββ ) ⇔ (∃µ > 0∃c > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck| ≤ c exp(−µ(2k+
1)1/(2β))); (А)
б) (f ∈ (Sββ )

′) ⇔ (∀µ > 0∃c = c(µ) > 0∀k ∈ Z+ : |ck| ≤
c exp(µ(2k + 1)1/(2β))). (Б)
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3.3. Функцiї вiд гармонiйного осцилятора
Нехай B – невiд’ємний самоспряжений оператор в се-

парабельному гiльбертовому просторi H з щiльною у H
областю визначення D(B), f : [0,∞) → [0,∞) – деяка непе-
рервна функцiя, яка строго монотонно зростає на [0,+∞),
lim

λ→+∞
f(λ) = +∞. За функцiєю f i оператором B на мно-

жинi

D(f(B)) =
{
φ ∈ H

∣∣∣ ∞∫
0

f 2(λ)d(Eλf, f) <∞
}
,

де Eλ, λ ∈ [0,+∞), – спектральна функцiя оператора B,
будуємо оператор f(B):

f(B)φ =

∞∫
0

f(λ)dEλφ, φ ∈ D(f(B)), (3.1)

який також невiд’ємний i самоспряжений в H, при цьому
D(f(B)) = H [51]. Iнтеграл (3.1) береться, фактично, лише
по спектру σ(B) оператора B, тобто

f(B)φ =

∫
σ(B)

f(λ)dEλφ, φ ∈ D(f(B)).

Якщо B = A – гармонiйний осцилятор, то σ(A) =
{λk, k ∈ Z+}, де λk = 2k + 1. Спектральна функцiя Eλ,
λ ∈ [0,+∞), оператора A є кусково-сталою i має розриви
у точках λk, k ∈ Z+, причому Eλk+0−Eλk – оператор проек-
тування на власний пiдпростiр оператора A, який вiдповi-
дає власному значенню λk. Цей пiдпростiр є одновимiрним,
вiдповiдна функцiя Ермiта hk утворює його базис. Отже,

(Eλk+0 − Eλk)φ = (φ, hk)L2(R) · hk = ck(φ)hk;
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спектральна функцiя Eλ, λ ∈ [0,+∞), у цьому випадку
має вигляд

(Eλφ)(x) =
∑
λk<λ

ck(φ)hk(x),

а iнтеграл (3.1) є таким:

(f(A)φ)(x) =
∞∑
k=0

f(λk)(Eλk+0 − Eλk)φ(x) =

=
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk(x), φ ∈ D(f(A)),

при цьому D(f(A)) =
{
φ ∈ L2(R)

∣∣∣ ∞∑
k=0

f 2(λk)|ck(φ)|2 <

∞, λk = 2k+1
}
, f(λk) – власнi числа оператора f(A). Опе-

ратор f(A) продовжимо на Φ′ до неперервного оператора
f̂(A):

f̂(A)φ =
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk, φ =
∞∑
k=0

ck(φ)hk ∈ Φ′.

Розглянемо узагальнену функцiюGf iз простору Φ′, по-
будовану за функцiєю f :

Gf =
∞∑
k=0

f(λk)hk.

Тодi f̂(A) – оператор згортки, який дiє у просторi Φ′:

f̂(A)φ = Gf ∗ φ =
∞∑
k=0

f(λk)ck(φ)hk.

Символом Af будемо позначати звуження оператора
f̂(A) на простiр Sβ/2β/2 = G{β}(A), β ≥ 1; при цьому

Φ ⊂ S
β/2
β/2 ⊂ L2(R) ⊂ (S

β/2
β/2)

′ ⊂ Φ′, β ≥ 1.
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Лема 3.1. Нехай Gf ∈ (S
β/2
β/2)

′, тодi оператор Af є

неперервним у просторi Sβ/2β/2 .

Доведення. Передусiм доведемо, що Gf ∗φ ∈ S
β/2
β/2 для

довiльної функцiї φ ∈ S
β/2
β/2 . Справдi, оскiльки Gf ∈ (S

β/2
β/2)

′,
то iз умови (Б) випливає, що

∀µ1 > 0 ∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck(Gf )| = f(λk) ≤ c1 exp(µ1λ
1/β
k ), (3.2)

де λk = 2k + 1. Крiм того, φ ∈ S
β/2
β/2 , тому, з урахуванням

умови (А),

∃µ2 > 0 ∃c2 > 0 ∀k ∈ Z+ : |ck(φ)| ≤ c exp(−µ2λ
1/β
k ).

Тодi

|ck(Gf ∗ φ)| = |ck(Gf )| · |ck(φ)| ≤ c1c2 exp(−(µ2 − µ1)λ
1/β
k ).

Вiзьмемо µ1 = µ2/2, тодi

|ck(Gf ∗ φ)| ≤ c̃ exp(−µ̃λ1/βk ), c̃ = c1c2,

µ̃ = µ2/2, звiдки й випливає, що Gf ∗ φ ∈ S
β/2
β/2 . Отже, опе-

ратор Af вiдображає простiр Sβ/2β/2 в себе. Доведемо, що Af
– неперервний оператор у просторi Sβ/2β/2 , тобто довiльну
обмежену множину цього простору вiн вiдображає в обме-
жену множину цього ж простору (вiдзначимо, що в про-
сторi Sβ/2β/2 , β ≥ 1, клас неперервних операторiв спiвпадає
з класом обмежених операторiв [22]).

Нехай L – обмежена множина у просторi S
β/2
β/2 =

G{β}(A) =
∪
α>0

Hα,β. Тодi L – обмежена множина у гiль-

бертовому просторi Hα,β при деякому α > 0, тобто ∃b >
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0 ∀ψ ∈ L :

∥ψ∥2Hα,β
=

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(ψ)|2 ≤ b2, λk = 2k+1, k ∈ Z+,

або
∀ψ ∈ L : |ck(ψ)| ≤ b exp(−αλ1/βk ), k ∈ Z+.

У нерiвностi (3.2) покладемо µ1 = α/2. Тодi

|ck(Afψ)| = |ck(Gf )| · |ck(ψ)| ≤ c1b exp(−(α− µ1)λ
1/β
k ) =

= b2 exp(−α1λ
1/β
k ), α1 = α/2, b2 = c1b,

i

|ck(Afψ)| exp
(α1

2
λ
1/β
k

)
≤ b2 exp

(
− α1

2
λ
1/β
k

)
, k ∈ Z+.

Звiдси випливає збiжнiсть ряду
∞∑
k=0

|ck(Afψ)| exp
(α1

2
λ
1/β
k

)
. Таким чином, множина AfL

обмежена у просторi Hα1/2,β = Hα/4,β, тобто у просторi
S
β/2
β/2 . Твердження доведено.

Надалi вважатимемо, що функцiя f задовольняє умо-
ву:

∃d0, d1, d2 > 0, d1 ≥ d0,∀λ ∈ [0,∞) :

d0λ
2/β ≤ f(λ) ≤ d1λ

2/β + d2. (3.3)

3.4. Нелокальна багатоточкова за часом задача
Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂2u(t, x)

dt2
− Afu(t, x) = 0, (3.4)

де (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, Af – оператор, побудований в
п. 3.3 за функцiєю f .
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Пiд розв’язком рiвняння (3.4) розумiтимемо функцiю
u(t, x), (t, x) ∈ Ω, яка задовольняє умови: 1) u(t, ·) ∈
C2((0,∞), S

β/2
β/2) i задовольняє рiвняння (3.4); 2) для до-

вiльного фiксованого промiжку [δ,+∞) ⊂ (0,+∞) iснує
стала c = c(δ) > 0 така, що

sup
t∈[δ,+∞]

∥u(t, ·)∥L2(R) ≤ c.

Теорема 3.1. Функцiя u є розв’язком рiвняння (3.4)
тодi i тiльки тодi, коли її можна подати у виглядi

u(t, x) =
∞∑
k=0

exp(−t
√
f(λk))ckhk(x), (3.5)

(t, x) ∈ Ω, λk = 2k + 1, k ∈ Z+,

де ψ =
∞∑
k=0

ckhk ∈ (S
β/2
β/2)

′, β ≥ 1.

Доведення. Нехай u задається формулою (3.5). До-
ведемо, що u(t, ·) ∈ S

β/2
β/2 при кожному t > 0. Оскiльки

ψ ∈ (S
β/2
β/2)

′, то

∀µ > 0∃c = c(µ) > 0 : |ck| ≤ c exp(µλ
1/β
k ), k ∈ Z+. (3.6)

Враховуючи (3.3), (3.6), а також спiввiдношення

ck(u(t, x)) = ck exp(−t
√
f(λk)),

знайдемо, що

|ck(u(t, x))| ≤ c exp(µλ
1/β
k ) exp(−t

√
f(λk)) ≤

≤ c exp(µλ
1/β
k ) exp(−

√
d0tλ

1/β
k ) = c exp(−(

√
d0t− µ)λ

1/β
k ).

Вiзьмемо µ =
√
d0t/2. Тодi

|ck(u(t, x))| ≤ c exp(−µλ1/βk ), k ∈ Z+,
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звiдси випливає, що u(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 при кожному t > 0.

Функцiя u(t, x) диференцiйовна за t ∈ (0,∞) (для до-
вiльного x ∈ R). Справдi, нехай t ∈ [ε,+∞), де ε > 0.
Доведемо, що ряд

−
∞∑
k=0

√
f(λk) exp(−t

√
f(λk))ckhk(x) =

∞∑
k=0

γ(t, x, λk) (3.7)

збiгається рiвномiрно по t, тодi

∂u(t, x)

∂t
=

∞∑
k=0

γ(t, x, λk).

Враховуючи нерiвностi (3.3), (3.6), а також те, що |hk(x)| ≤
1, k ∈ Z+, x ∈ R, для t ≥ ε i довiльного, фiксованого k ∈ N,
маємо

|γ(t, x, λk)| ≤ c
√
d̃λ

1/β
k exp(−ε

√
d0λ

1/β
k )·

· exp(µλ1βk ) ≤ c
√
d̃·2
ε
exp

(
−
(ε
2

√
d0−µ

)
λ1βk

)
, d̃ = max{d1, d2}.

(3.8)
Нехай µ = ε

√
d0/4. Тодi |γ(t, x, λk)| ≤ c̃

√
d̃ exp(−µλ1/βk ).

Звiдси отримуємо, що ряд (3.7) збiгається рiвномiрно по
t ∈ [ε,+∞). Оскiльки ε > 0 – довiльне, то функцiя u(t, x)
диференцiйовна за t на промiжку (0,+∞), а спiввiдношен-
ня (3.8) має мiсце для кожного t ∈ (0,+∞). Аналогiч-
но можна довести, що функцiя ut(t, x) диференцiйовна за
t ∈ (0,∞). Отже, u(t, ·) ∈ C2((0,∞), S

β/2
β/2).

Функцiя u задовольняє рiвняння (3.4). Справдi,

Afu(t, x) =
∞∑
k=0

f(λk)ck(u(t, x))hk(x) =
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=
∞∑
k=0

f(λk) exp(−t
√
f(λk))ckhk(x).

З iншого боку, при доведеннi диференцiйовностi функ-
цiї u(t, x) встановлено, що

∂2u(t, x)

∂t2
=

∞∑
k=0

f(λk) exp(−t
√
f(λk))ckhk(x).

Таким чином, u(t, x) – розв’язок рiвняння (3.4).
Перевiримо виконання умови 2). Маємо, що

∥u(t, ·)∥2L2(R) =
∞∑
k=0

|ck(u(t, x))|2 =
∞∑
k=0

|ck|2 exp(−2t
√
f(λk)).

Враховуючи умову (3.3) i нерiвностi (3.6), знайдемо, що
для t ≥ δ > 0

|ck| exp(−t
√
f(λk)) ≤ c exp(µλ

1/β
k ) · exp(−t

√
d0λ

1/β
k ) ≤

≤ c exp(−(δ
√
d0 − µ)λ

1/β
k ), λk = 2k + 1, k ∈ Z+.

Вiзьмемо µ = δ
√
d0/2. Тодi для t ≥ δ виконується нерiв-

нiсть
|ck| exp(−t

√
f(λk)) ≤ c exp(−µλ1/βk ).

Звiдси отримуємо, що

sup
t∈[δ,+∞)

∥u(t, ·)∥2L2(R) ≤ c2
∞∑
k=0

exp(−2µλ
1/β
k ) = c̃(δ) > 0.

Отже, умова 2) виконується.
Навпаки, нехай u – розв’язок рiвняння (3.4). Тодi

u(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 ⊂ L2(R) при кожному t > 0, при цьому

u(t, x) =
∞∑
k=0

ck(t)hk(x), ck(t) = (u(t, x), hk)L2(R), k ∈ Z+,
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причому

∥u(t, ·)∥2L2(R) =
∞∑
k=0

|ck(t)|2, t > 0. (3.9)

Помножимо (3.4) скалярно на hk, k ∈ Z+; тодi(∂2u(t, x)
∂t2

, hk

)
= (Afu(t, x), hk), k ∈ Z+.

При фiксованому k ∈ Z+ маємо:

(Afu(t, x), hk) = (u(t, x), Afhk) = (u(t, ·), f(λk)hk) =

= f(λk)(u(t, ·), hk) = f(λk)ck(t).

Оскiльки(∂2u(t, x)
∂t2

, hk

)
=

d2

dt2
(u(t, ·), hk) = c′′k(t), k ∈ Z+,

то функцiя ck(t) (при фiксованому k ∈ Z+) задовольняє
рiвняння

c′′k(t)− f(λk)ck(t) = 0, k ∈ Z+, t ∈ (0,+∞),

загальний розв’язок якого дається формулою

ck(t) = c
(1)
k exp(−t

√
f(λk)) + c

(2)
k exp(t

√
f(λk)), k ∈ Z+,

де c
(1)
k , c(2)k – довiльнi сталi. Iз (3.9), вигляду коефiцiєн-

тiв ck(t), k ∈ Z+, i умови 2), яку задовольняє функ-
цiя u(t, ·), випливає, що c

(2)
k = 0, k ∈ Z+, тобто ck(t) =

c
(1)
k exp(−t

√
f(λk)). Отже, якщо u(t, ·) – розв’язок рiвнян-

ня (3.4), то u(t, ·) має вигляд

u(t, x) =
∞∑
k=0

c
(1)
k exp(−t

√
f(λk))hk(x).
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Доведемо тепер, що

ψ =
∞∑
k=0

c
(1)
k hk ∈ (S

β/2
β/2)

′.

Для цього скористаємося тим, що ∥u(t, ·)∥L2(R) ≤ c, c =
c(t) > 0, для кожного t > 0. Звiдси випливає нерiвнiсть

∞∑
k=0

|c(1)k |2 exp(−2t
√
f(λk)) ≤ c2,

тобто |c(1)k | ≤ c exp(t
√
f(λk)). Iз умови (3.3), яку задоволь-

няє функцiя f випливає, що для кожного t > 0 iснує стала
c = c(t) > 0 така, що

|c(1)k | ≤ c exp(t
√
d̃λ

1/β
k ),

d̃ = max{d1, d2}, λk = 2k + 1, k ∈ Z+, звiдси випливає, що

ψ =
∞∑
k=0

c
(1)
k hk ∈ (S

β/2
β/2)

′. Теорема доведена.

Зауваження 3.1. Введемо позначення

G(t, x) =
∞∑
k=0

exp(−t
√
f(λk))hk(x).

Iз властивостей функцiї f випливає, що G(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 для

кожного t > 0. Крiм того, u(t, x) = G(t, x) ∗ ψ ∈ S
β/2
β/2 ,

∀ψ ∈ (S
β/2
β/2)

′. Отже, оператор згортки G(t, x) ∗ · перево-

дить кожний елемент простору (S
β/2
β/2)

′ (зокрема, кож-

ний елемент простору Sβ/2β/2 ⊂ (S
β/2
β/2)

′) у розв’язок рiвнян-
ня (3.4).

Поставимо задачу: у множинi розв’язкiв рiвняння (3.4)
вигляду (3.5) знайти розв’язок, який задовольняє умову

µu(0, ·)−
m∑
n=1

µnu(tn, ·) = g, (3.10)
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де g ∈ H = L2(R), m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞),

{t1, . . . , tm} ⊂ (0,∞) – фiксованi числа, µ >
m∑
n=1

µn, t1 <

t2 < · · · < tm; при цьому u(0, ·) розумiємо як lim
t→+0

u(t, ·),
де границя розглядається в L2(R). Таку задачу називати-
мемо нелокальною багатоточковою за часом задачею для
рiвняння (3.4). Iз теореми 1. i зауваження 1. випливає,
що задачу (3.4), (3.10) можна поставити ще i так: у класi
(S

β/2
β/2)

′ знайти елемент ψ, який утворює згортку з функ-
цiєюG(t, x) i є розв’язком рiвняння (3.4), який задовольняє
умову (3.10). Для розв’язностi цiєї задачi необхiдно знайти
коефiцiєнти Фур’є ck = ck(ψ) такого елемента. Для цього
помножимо (3.10) скалярно на hk, k ∈ Z+, враховуючи при
цьому, що

ck(u(t, ·)) = ck(G(t, ·))ck(ψ), ck(G(t, ·)) = exp(−t
√
f(λk)).

У результатi прийдемо до спiввiдношень

µck(G(0, ·))ck(ψ)−
m∑
n=1

µnck(G(tn, ·))ck(ψ) = ck(g),

ck(G(0, ·)) = 1.

Отже,

ck(ψ) = ck(g)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp(−tn
√
f(λk))

)−1

.

Введемо позначення:

Q1(t, λk) = exp(−t
√
f(λk)).

Тодi

ck(ψ) = ck(g) ·
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk))
−1.
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Вiдмiтимо, що(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk))
−1 ≤

(
µ−

m∑
n=1

µn)
−1 ≡ µ0.

Тодi
∞∑
k=0

|ck(ψ)|2 ≤ µ2
0

∞∑
k=0

|ck(g)|2 = µ2
0∥g∥2H , g ∈ H,

тобто елемент ψ, за допомогою якого будується розв’язок
задачi (3.4), (3.10), належить до L2(R). При цьому
розв’язок задається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ ψ, ψ =
∞∑
k=1

Q2(λk)ck(g)hk,

Q2(λk) :=
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)−1

або

u(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) = G1(t, x) ∗ g,

g =
∞∑
k=0

ck(g)hk ∈ H,

де

G1(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk,

G1(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 , при кожному t ∈ (0,+∞).

Теорема 3.2. Нелокальна багатоточкова за часом за-
дача (3.4), (3.10) є коректно розв’язною, розв’язок за-
дається формулою

u(t, x) = G1(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

при цьому {G1(t, ·), u(t, ·)} ⊂ S
β/2
β/2 для всiх t > 0.
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Доведення. Те, що функцiя u(t, x) є розв’язком за-
дачi (3.4), (3.10), доведено ранiше. Єдинiсть розв’язку
цiєї задачi випливає з таких мiркувань. Якщо g = 0, то
ck(g) = (g, hk) = 0, ∀k ∈ Z+; тодi u(t, x) = 0 для кожного
t ∈ (0,+∞), що i доводить єдинiсть розв’язку задачi (3.4),
(3.10).

Доведемо тепер, що розв’язок задачi (3.4), (3.10) непе-
рервно залежить вiд функцiї, за допомогою якої задається
умова (3.10). Нехай {g, gn, n ≥ 1} ⊂ L2(R), причому gn → g
при n → ∞ у просторi L2(R), тобто ∥gn − g∥ → 0 при

n→ ∞. Це рiвносильно тому, що
∞∑
k=0

|ck(gn − g)|2 → 0 при

n → ∞. Нехай un – розв’язок задачi (3.4), (3.10), який
вiдповiдає функцiї gn, за допомогою якої задається умова
(3.10). Тодi

∥un−u∥2 = ∥G1(t, ·)∗(gn−g)∥2 =
∞∑
k=0

|ck(G1(t, ·))|2·|ck(gn−g)|2.

Iз доведеного ранiше випливає, що |ck(G1)| ≤ c̃, k ∈ Z+, де

c̃ =
(
µ−

m∑
p=1

µp

)−1

> 0. Отже,

∥un − u∥2 ≤ c̃2
∞∑
k=0

|ck(gn − g)|2 → 0, n→ ∞,

що i потрiбно було довести. Теорему доведено.
Згортка G1(t, ·) ∗ g має змiст i в тому випадку, коли

g ∈ (S
β/2
β/2)

′ = G′
{β}(A), при цьому u(t, ·) = G1(t, ·) ∗ g ∈ S

β/2
β/2

при кожному t ∈ (0,∞). Доведемо, що функцiя u(t, x) є
розв’язком рiвняння (3.4), але умову (3.10), де g ∈ (S

β/2
β/2)

′,
u(t, x) задовольняє у тому розумiннi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g, g ∈ (S
β/2
β/2)

′, (3.11)

121



границi розглядаються у просторi (Sβ/2β/2)
′.

Лема 3.2. Функцiя G1(t, ·), t ∈ (0,∞), як абстракт-
на функцiя параметра t зi значеннями в просторi Sβ/2β/2 ,
диференцiйовна за t.

Доведення. Виберемо довiльне t ∈ (0,∞)). Оскiльки
S
β/2
β/2 = G{β}(A) = H{β} =

∪
α>0

Hα,β, де A – гармонiйний
осцилятор, то для доведення твердження досить довести,
що

Φ∆t(x) :=
1

∆t
[G1(t+∆t, x)−G1(t, x)] −→

∂

∂t
G1(t, x),∆t→ 0,

у просторi H{β} (якщо ∆t < 0, то вважаємо ∆t таким, що
t+∆t ≥ t/2). Це означає, що:

1) множина функцiй {Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0} (ε0 > 0
– довiльно фiксоване мале число) є обмеженою у просторi
H{β}, тобто

∃c > 0 ∀∆t (|∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0) : ∥Φ∆t∥2Hα,β
≤ c

для деякого α > 0;

2) Φ∆t →
∂

∂t
G1(t, ·) при ∆t→ 0 у просторi H{β}, тобто∥∥∥Φ∆t −

∂

∂t
G1(t, ·)

∥∥∥2
Hα,β

→ 0, ∆t→ 0.

Передусiм вiдзначимо, що функцiя G1(t, ·) диференцiй-
овна за змiнною t ∈ (0,∞) для всiх x ∈ R. Доведення
цiєї властивостi аналогiчне доведенню диференцiйовностi
функцiї, яка задається формулою (3.5); при цьому

∂G1(t, x)

∂t
= −

∞∑
k=0

√
f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x).

Оскiльки

Φ∆t(x) =
∞∑
k=0

1

∆t
[Q1(t+∆t, λk)−Q1(t, λk)]Q2(λk)hk(x) =
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= −
∞∑
k=0

√
f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)Q2(λk)hk(x), 0 < θ < 1,

то
ck(Φ∆t) = −

√
f(λk)Q1(t+ θ∆t, λk)Q2(λk)

(якщо ∆t < 0, то внаслiдок домовленостей вiдносно ∆t
маємо, що t+ θ∆t > t+∆t ≥ t/2). Тодi для довiльно фiк-
сованого α < t

√
d0/2 (d0 – стала iз нерiвностi (3.3)) вико-

нуються спiввiдношення

∥Φ∆t∥2Hα,β
=

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(Φ∆t)|2 =

=
∞∑
k=0

f(λk) exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2(t+ θ∆t)

√
f(λk))Q

2
2(λk) ≤

≤ (µ−µ̃0)
−2

∞∑
k=0

f(λk) exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2t

√
f(λk)), µ̃0 =

m∑
p=1

µp.

Оскiльки

f(λk) exp(−2t
√
f(λk)) ≤

2

t2
exp(−t

√
f(λk)) ≤

≤ 2

t2
exp(−t

√
d0λ

1/β
k ), k ∈ Z+,

то

∥Φ∆t∥2Hα,β
≤ 2

t2
(µ− µ̃0)

−2

∞∑
k=0

exp(−(t
√
d0 − 2α)λ

1/β
k ) <∞,

λk = 2k + 1, k ∈ Z+.

Отже, множина функцiй {Φ∆t : |∆t| ≤ ε0,∆t ̸= 0} обме-
жена у просторi H{β}.
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Перевiримо виконання умови 2). Нехай Ψ∆t(x) := Φ∆t−
∂

∂t
G1(t, x). Тодi

Ψ∆t(x) =
∞∑
k=0

[Q1(t, λk)−Q1(t+θ∆t, λk)]Q2(λk)
√
f(λk)hk(x).

Звiдси випливає, що

∥Ψ∆t∥2Hα,β
=

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )|ck(Ψ∆t)|2 =

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k )×

×| exp(−t
√
f(λk))−exp(−(t+θ∆t)

√
f(λk))|2Q2

2(λk)f(λk) ≤

≤
∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2(t+θ1∆t)

√
f(λk))f

3(λk)θ
2Q2

2(λk)×

×(∆t)2 ≤ (µ− µ0)
−2

∞∑
k=0

exp(2αλ
1/β
k ) exp(−2t

√
f(λk))×

×f 3(λk)(∆t)
2, 0 < θ1 < 1.

Оскiльки f 3(λk) exp(−t
√
f(λk)) ≤ 3!/t3 та α < t

√
d0/2, то

∥Ψ∆t∥2Hα,β
≤ 3!(µ−µ0)

−2t−3

∞∑
k=0

exp(−(t
√
d0−2α)λ

1/β
k )(∆t)2.

Отже, ∥Ψ∆t∥Hα,β
→ 0 при ∆t → 0 для довiльно-

фiксованого α ∈ (0, t
√
d0/2), тобто Φ∆t → ∂

∂t
G1(t, ·) при

∆t→ 0 у просторi H{β} = S
β/2
β/2 . Лема доведена.

Аналогiчно доводиться диференцiйовнiсть функцiї
∂

∂t
G1(t, ·) як абстрактної функцiї параметра t ∈ (0,∞) зi

значеннями у просторi Sβ/2β/2 .
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Лема 3.3. Для функцiї

u(t, x) = G1(t, x) ∗ g =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ckhk(x), (t, x) ∈ Ω,

(3.12)

g =
∞∑
k=0

ckhk ∈ (S
β/2
β/2)

′, ck = ⟨g, hk⟩, k ∈ Z+,

правильною є формула u(t, x) = ⟨g,Gt,x(·)⟩, де

Gt,x(y) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Доведення. Нехай

Sn,t,x(y) :=
n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(y).

Твердження леми випливає з того, що послiдовнiсть ча-
стинних сум Sn,t,x збiгається до Gt,x при n→ ∞ у просторi
S
β/2
β/2 = H{β} при фiксованих t > 0, x ∈ R (для доведення

цiєї властивостi використовуються оцiнки функцiї Ермiта
hk: |hk(x)| ≤ 1, k ∈ Z+, x ∈ R, i функцiй Q1(t, λk), Q2(λk)).
Справдi, внаслiдок лiнiйностi i неперервностi функцiонала
g

u(t, x) =
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)hk(x) =

=
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)⟨g, hk(y)⟩hk(x) =

= lim
n→∞

n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)⟨g, hk⟩hk(x) =

= lim
n→∞

⟨
g,

n∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)hk(x)hk(·)
⟩
=
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= lim
n→∞

⟨g, Sn,t,x(·)⟩ = ⟨g, lim
n→∞

Sn,t,x(·)⟩ = ⟨g,Gt,x(·)⟩.

Лема 3.4. Функцiя u(t, x), яка задається формулою
(3.12), диференцiйовна за t, при цьому

∂u(t, x)

∂t
=
⟨
g,
∂

∂t
Gt,x(·)

⟩
=

∂

∂t
G1(t, x) ∗ g.

Доведення. Iз леми 2. випливає, що функцiя Gt,x, як
абстрактна функцiя аргумента t зi значеннями у просторi
S
β/2
β/2 , диференцiйовна за t (при фiксованому x ∈ R). Отже,

Φ̃∆t,t,x(y) :=
1

∆t
[Gt+∆t,x(y)−Gt,x(y)] →

∂

∂t
Gt,x(y)

при ∆t → 0 у просторi Sβ/2β/2 . Тодi, враховуючи неперерв-
нiсть функцiонала g, прийдемо до спiввiдношень

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆t→0

1

∆t
[u(t+∆t, x)− u(t, x)] =

= lim
∆t→0

⟨
g,

1

∆t
[Gt+∆t,x(·)−Gt,x(·)]

⟩
=

= lim
∆t→0

⟨g, Φ̃∆t,t,x(·)⟩ = ⟨g, lim
∆t→0

Φ̃∆t,t,x(·)⟩ =
⟨
g,
∂

∂t
Gt,x(·)

⟩
.

Той факт, що ∂u/∂t можна також подати за допомогою
згортки ∂G1(t,·)

∂t
∗ g, доводиться за схемою, яка використо-

вувалася при доведенi леми 2.. Лема доведена.
Варто вiдзначити, що аналогiчно доводиться диферен-

цiйовнiсть за t функцiї ∂u/∂t, при цьому

∂2u(t, x)

∂t2
=
⟨
g,
∂2

∂t2
Gt,x(·)

⟩
=
∂2G1(t, x)

∂t2
∗ g.

Лема 3.5. Нехай u(t, x) = G1(t, x) ∗ g, g ∈ (S
β/2
β/2)

′,

(t, x) ∈ Ω; тодi у просторi (Sβ/2β/2)
′ виконується граничне

спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g. (3.13)
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Доведення. Для доведення (3.13) вiзьмемо довiльну
функцiю

ψ(x) =
∞∑
k=0

ck(ψ)hk(x) ∈ S
β/2
β/2

i вiдмiтимо, що внаслiдок неперервностi вкладання Sβ/2β/2 у
простiр (S

β/2
β/2)

′ i ортонормованостi базису {hk, k ∈ Z+}

⟨u(t, ·), ψ⟩ = (u(t, ·), ψ)L2(R) =
∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ), λk = 2k + 1, k ∈ Z+.

Тодi

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩ −
m∑
n=1

µn lim
t→tn

⟨u(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ)−
m∑
n=1

µn lim
t→tn

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ),

при цьому ряд
∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) збiгається рiвномiрно по

t ∈ (0,∞). Це випливає iз вигляду коефiцiєнтiв ck(u(t, ·)),
k ∈ Z+, нерiвностi

|ck(u(t, ·))| · |ck(ψ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(ψ)|, t ∈ (0,∞), k ∈ Z+,

i тверджень (А), (Б). Отже,

lim
t→tn

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =
∞∑
k=0

ck(u(tn, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

Q1(tn, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ψ), (3.14)
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lim
t→+0

∞∑
k=0

ck(u(t, ·))ck(ψ) =
∞∑
k=0

ck(u(0, ·))ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

Q2(λk)ck(g)ck(ψ). (3.15)

Враховуючи (3.14), (3.15), знайдемо, що

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩ −
m∑
n=1

µn lim
t→tn

⟨u(t, ·), ψ⟩ =

=
∞∑
k=0

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)]
Q2(λk)ck(g)ck(ψ) =

=
∞∑
k=0

ck(g)ck(ψ) = ⟨g, ψ⟩, ψ ∈ S
β/2
β/2 , g =

∞∑
k=0

ck(g)hk ∈ (S
β/2
β/2)

′,

що i потрiбно було довести.
Теорема 3.3. Нелокальна багатоточкова за часом за-

дача (3.4), (3.11) є коректно розв’язною, розв’язок даєть-
ся формулою

u(t, x) = G1(t, x) ∗ g = ⟨g,Gt,x(·)⟩, (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ S
β/2
β/2 для довiльного t > 0.

Доведення. Iз властивостей абстрактної згортки вип-
ливає, що u(t, ·) ∈ S

β/2
β/2 для довiльного t > 0. Функцiя

u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задовольняє рiвняння (3.4). Справдi,

Af (G1(t, ·) ∗ g) =
∞∑
k=0

f(λk)ck(G1(t, ·) ∗ g)hk =

=
∞∑
k=0

f(λk)ck(G1)ck(g)hk =
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=
∞∑
k=0

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)hk.

З iншого боку,

∂2u(t, x)

∂t2
=
∂2G1(t, x)

∂t2
∗ g =

∞∑
k=0

ck

(∂2G1

∂t2

)
ck(g)hk =

=
∞∑
k=0

f(λk)ck(g)Q1(t, λk)Q2(λk)hk.

Звiдси отримуємо, що функцiя u(t, x) = G1(t, x) ∗ g є
розв’язком рiвняння (3.4). Крiм того, iз леми 5. випли-
ває, що u(t, x) задовольняє (3.11) у вказаному сенсi. Отже,
u(t, x) – розв’язок задачi (3.4), (3.11). Єдинiсть розв’язку
випливає iз наступних мiркувань: якщо g = 0, то ck(g) =
⟨g, hk⟩ = 0, k ∈ Z+; тодi u(t, x) = 0, t ∈ (0,+∞).

Як приклад, розглянемо оператор Af , побудований за
функцiєю f(λ) = λ2, яка задовольняє умову (3.3) з пара-
метром β = 1. При цьому рiвняння (3.4) має вигляд

∂2u(t, x)

∂t2
=
∂4u(t, x)

∂x4
− 2x2

∂2u(t, x)

∂x2
+ x4u(t, x), (t, x) ∈ Ω.

(3.16)
Для рiвняння (3.16) задамо двоточкову задачу з парамет-
рами µ, µ1; µ > µ1:

µ lim
t→+0

u(t, ·)−µ1 lim
t→t1

u(t, ·) = g, g ∈ (S
1/2
1/2)

′, t1 > 0. (3.17)

Внаслiдок теореми 3. така задача є коректно розв’язною,
розв’язок задається формулою

u(t, x) = ⟨g,Gt,x(·)⟩, u(t, ·) ∈ S
1/2
1/2 , t > 0,

де

Gt,x(y) =
∞∑
k=0

e−t(2k+1)(µ− µ1e
−t1(2k+1))−1hk(x)hk(y).
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Скористаємося тим, що

(µ− µ1e
−t1(2k+1))−1 = µ−1

(
1− µ1

µ
e−t1(2k+1)

)−1

=

= µ−1

∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
e−nt1(2k+1),

µ1

µ
e−t1(2k+1) < 1, k ∈ Z+.

Тодi

Gt,x(y) = µ−1

∞∑
n=0

(µ1

µ

)n ∞∑
k=0

e−(t+nt1)(2k+1)hk(x)hk(y).

Врахувавши результат, наведений в [22], знаходимо, що
∞∑
k=0

e−(t+nt1)(2k+1)hk(x)hk(y) =

= (2π sh(2(t+ nt1)))
−1/2 exp{sh−1(2(t+ nt1))xy−

−1

2
cth(2(t+ nt1))(x

2 + y2)} ≡ Kn(t, x, y).

Отже,

Gt,x(y) = µ−1

∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
Kn(t, x, y), µ1/µ < 1.

Зокрема, якщо g = δ ∈ (S
1/2
1/2)

′, де δ – дельта-функцiя Дiра-
ка, то розв’язок задачi дається формулою

u(t, x) = ⟨δ,Gt,x(y)⟩ = Gt,x(0) = µ−1

∞∑
n=0

(µ1

µ

)n
Kn(t, x, 0).

Якщо µ = 1, µ1 = 0 (випадок задачi Кошi), g = δ ∈
(S

1/2
1/2)

′, то

u(t, x) = (2π sh(2t))−1/2 exp
{
− 1

2
cth(2t)x2

}
, (t, x) ∈ Ω.
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Роздiл 4. Еволюцiйнi рiвняння з оператором
Бесселя нескiнченного порядку

Дослiджуються властивостi основних операцiй в уза-
гальнених просторах типу

◦
S та просторах узагальнених

функцiй типу (
◦
S)′, зокрема властивостi перетворення Бес-

селя основних та узагальнених функцiй, згорток, згор-
тувачiв та мультиплiкаторiв. Встановлюється коректна
розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi
для еволюцiйного рiвняння параболiчного типу з операто-
ром Бесселя нескiнченного порядку у випадку, коли почат-
кова функцiя є елементом простору узагальнених функ-
цiй типу (

◦
S)′; дослiдженi властивостi фундаментального

розв’язку такої задачi.

4.1. Простори типу
◦
S та (

◦
S)′

4.1.1. Простори
◦
Sbnak

Символом
◦
Sbnak позначимо сукупнiсть усiх парних функ-

цiй з простору Sbnak , який будується за послiдовностями
bn = n!ρn, n ∈ Z+, ak = k!dk, k ∈ Z+ (див. роздiл 3,
п. 3.1), де {ρn}, ρ0 = 1, – послiдовнiсть додатних чисел,
яка володiє властивостями:

а) вона монотонно спадна;
б) ∃cb > 0 ∃γ1 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : ρn−1/ρn ≤ cb · nγ1 ;
в) lim

n→∞
n
√
ρn = 0;

г) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn ≥ cε · εn/nn.
Послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+} також володiє властивостями
а)–г), при цьому умова б) має вигляд: ∃ca > 0 ∃γ2 ∈ (0, 1)
∀n ∈ N : dk−1/dk ≤ ca ·kγ2 . Вважаємо також, що γ1+γ2 ≤ 1.
Нагадаємо, що прикладом послiдовностi {ρn} з властиво-
стями а)–г) може служити послiдовнiсть ρn = (nβ)−nβenβ,
де β ∈ (0, 1) – фiксований параметр.

Оскiльки
◦
Sbnak утворює пiдпростiр Sbnak , то в

◦
Sbnak природ-
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ним способом вводиться топологiя. Цей простiр з вiдпо-
вiдною топологiєю називатимемо основним простором або
узагальненим простором типу

◦
S, а його елементи – основ-

ними функцiями.
Сукупнiсть функцiй, якi є продовженнями функцiй з

простору
◦
Sbnak в C, позначимо символом

◦
Sbnak(C). Iз ре-

зультатiв, отриманих в [291] випливає, що простiр
◦
Sbnak(C)

можна подати як об’єднання злiченно-нормованих про-
сторiв

◦
S
bn, B
ak, A

(C), де
◦
S
bn, B
ak, A

(C) складається з тих функцiй

φ ∈
◦
Sbnak(C), для яких справджується нерiвнiсть |φ(x +

iy)| ≤ cγ(āx)ρ(b̄y), z = x + iy ∈ C, де ā – довiльна до-
датна стала, менша за a, b̄ – довiльна стала, бiльша за b,
a, b > 0 – сталi з нерiвностi, яка характерезує вiдповiдний
простiр

◦
Sbnak(C) (див. роздiл 3, п. 3.1), γ та ρ – функцiї з

вiдповiдної нерiвностi. Якщо для φ ∈
◦
S
bn, B
ak, A

(C) покласти

∥φ∥pω = sup
z∈C

|φ(z)|
γ(a(1− 1

p
)x)ρ((b+ ω)y)

, p ∈ {2, 3, ...}, ω ∈ N,

то цi норми еквiвалентнi вiдповiдним нормам в просторi
◦
S
bn, B
ak, A

.

Отже, послiдовнiсть функцiй {φν(x), ν ≥ 1} ⊂
◦
Sbnak , x ∈

R, збiгається до нуля тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть
функцiй {φν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiвномiрно збiгається до
нуля в кожнiй обмеженiй областi комплексної площини C,
при цьому справджуються нерiвностi

φν(z) ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,
зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν [291].

Мультиплiкатором у просторi
◦
Sbnak є кожна цiла парна

функцiя g, яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |g(z)| ≤ cε(γ(εx))
−1ρ(εy), z = x+ iy ∈ C.

(4.1)
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Прикладом мультиплiкатора у просторi
◦
Sbnak може слу-

жити нормована функцiя Бесселя jν , ν > −1/2, яка є
розв’язком рiвняння Bνu + λu = 0, де Bν – оператор Бес-
селля; Bν = d2

dx2
+ 2ν+1

x
d
dx
, ν > −1

2
– фiксований параметр,

за умови, що u(0) = 1, u′(0) = 0. Справдi, нормована
функцiя Бесселя пов’язана iз звичайною функцiєю Бес-
селя Jν , ν > −1/2, першого роду так [291]:

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x). (4.2)

Вiдомо (див. [297]), що функцiя Jν допускає аналiтичне
продовження в комплексну площину C, при цьому справ-
джується iнтегральна формула Пуассона

Jν(z) =
2√

πΓ(ν + 1/2)

(z
2

)ν
·
π/2∫
0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (4.3)

Iз спiввiдношень (4.2) та (4.3) випливає, що нормована
функцiя Бесселя jν комплексного аргументу z є цiлою пар-
ною функцiєю i для jν правильним є iнтегральне зобра-
ження:

jν(z) =
2Γ(ν + 1)√
πΓ(ν + 1/2)

·
π/2∫
0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (4.4)

Врахувавши, що cos z = 1
2
(eiz + e−iz), z = x + iy ∈ C, за

допомогою (4.4) дiстаємо оцiнку:

|jν(z)| ≤ cνe
|y|, cν =

√
π

Γ(ν + 1)

Γ(ν + 1/2)
, ν > −1

2
, z = x+iy ∈ C.

Оскiльки для довiльних опуклих функцiй ln γ̃, γ̃ = 1/γ та
ln ρ при довiльному ε > 0 правильною є нерiвнiсть

|y| ≤ ln γ̃(εx) + ln ρ(εy) + c, c > 0,
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то звiдси випливає, що

|jν(z)| ≤ cνe
ln γ̃(εx)+ln ρ(εy) ≡ cν(γ(εx))

−1ρ(εy).

Це i означає, що jν(x) – мультиплiкатор у просторi
◦
Sbnak ,

ak = k!dk, bn = n!ρn.
Iз результатiв, наведених в [291] випливає, що в просто-

рах
◦
Sbnak визначенi пряме та обернене перетворення Бесселя

ψ(σ) ≡ FBν [σ] =

∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx, σ ∈ R,

φ(x)≡F−1
Bν

[ψ](x)=
1

22νΓ2(ν + 1)

∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, x ∈ R,

причому при виконаннi умов а)-д) для послiдовностей {ρn}
та {dk}, має мiсце формула FBν

[ ◦
Sbnak

]
=

◦
S
an
bk

, при цьому
оператор FBν є неперервним. Частковим випадком про-
сторiв

◦
Sbnak є простори

◦
Sβα, якi складаються з парних функ-

цiй з просторiв Sβα; вiдповiдно, правильною є формула
FBν

[ ◦
Sβα

]
=

◦
Sαβ .

Символом T ξx позначимо оператор узагальненого зсуву,
який вiдповiдає оператору Бесселя [297]:

T ξxφ(x) = bν

π∫
0

φ(
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω) · sin2ν ωdω, φ ∈

◦
S
bn
ak
,

де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)), ν > −1/2.

Лема 4.1. Операцiя узагальненого зсуву φ → T ξxφ

визначена i неперервна в просторi
◦
Sbnak .
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Доведення. Для доведення твердження скористає-
мось спiввiдношенням FB

[ ◦
Sbnak

]
=

◦
S
an
bk

. Тодi, врахувавши
вiдомi властивостi оператора T ξx (див. [297]), для довiльної
основної функцiї φ, маємо:

FBν

[
T ξxφ

]
(σ) =

∞∫
0

T ξxφ(x)jν(σx)x
2ν+1dx =

=

∞∫
0

φ(x)T ξxjν(σx)x
2ν+1dx =

=

∞∫
0

φ(x)jν(σx)jν(σξ)x
2ν+1dx = jν(σξ)FBν [φ](σ) ≡ ψξ(σ).

При кожному фiксованому ξ функцiя jν(σξ), як функцiя σ,
є мультиплiкатором у просторi

◦
Sbnak . Оскiльки FBν [φ] ∈

◦
S
an
bk

,

то ψξ ∈
◦
S
an
bk

при кожному ξ. Скориставшись оберненим
перетворенням Бесселя, знайдемо, що T ξxφ = F−1

Bν
[ψξ] ∈

◦
Sbnak , тобто, вказана операцiя визначена в просторi

◦
Sbnak .

Неперервнiсть операцiї узагальненого зсуву виливає з
властивостi неперервностi операцiї прямого i оберненого
перетворення Бесселя. Справдi, якщо {φ, φk, k ≥ 1} ⊂

◦
Sbnak ,

причому φk → φ при k → ∞ у просторi
◦
Sbnak , то

FBν

[
T ξxφk

]
= jν(σξ)FBν [φk]−→

k→∞
jν(σξ)FBν [φ] = FBν

[
T ξxφ

]
у просторi

◦
S
an
bk

. Застосувавши обернене перетворення F−1
Bν

,

знайдемо, що T ξxφk → T ξxφ при k → ∞ у просторi
◦
Sbnak .

Лема доведена.
Лема 4.2. Операцiя узугальненого зсуву диференцiй-

овна в просторi
◦
Sbnak .

135



Доведення. Нехай, за означенням, Φ∆ξ(x) =
1
∆ξ

[
T ξ+∆ξ
x φ− T ξxφ

]
, φ ∈

◦
Sbnak , {ξ,∆ξ, x} ⊂ R. Для до-

ведення твердження досить встановити, що граничне
спiввiдношення Φ∆ξ → ∂

∂ξ
T ξxφ, ∆ξ → 0, справджується

в просторi
◦
Sbnak . Врахувавши властивiсть неперервностi

перетворення Бесселя (прямого i оберненого) у просторах
◦
Sbnak , досить встановити, що

FBν [Φ∆ξ] → FBν

[
∂

∂ξ
T ξzφ

]
, ∆ξ → 0,

у просторi
◦
S
an
bk
(C), тобто, що: 1) сiм’я функцiй

{γ∆ξ(z) := FBν

[
Φ∆ξ −

∂

∂ξ
T ξzφ

]
(ξ), |∆ξ| ≤ ε0,

ε0 > 0 – фiксоване число, z = x + iy ∈ C} збiгається
рiвномiрно до нуля при ∆ξ → 0 у кожнiй обмеженiй
областi K ⊂ C;

2) ∃ã, b̃, c̃ > 0 : |γ∆ξ(z)| ≤ c̃e− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y), ∀z = x+iy ∈
C, де γ̃1 = 1/γ1,

γ1(x) =

{
1, якщо|x| < 1,

inf
k
(bk/|x|k), |x| ≥ 1,

ρ1(y) =

{
1, якщо|y| < 1,

sup
n
(|y|n/an), |y| ≥ 1,

сталi ã, b̃, c̃ > 0 не залежать вiд ∆ξ, якщо ∆ξ досить мала
за модулем величина.

Врахувавши, що FBν

[
T ξzφ

]
= jν(zξ) ·FBν [φ](z), прийде-

мо до спiввiдношень

FBν [Φ∆ξ(z)] =
1

∆ξ

(
FBν

[
T ξ+∆ξ
z φ

]
(z)− FBν

[
T ξzφ

]
(z)
)
=
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=
1

∆ξ
(jν(z(ξ +∆ξ))− jν(zξ)) · FBν [φ](z) =

=
∂

∂ξ
jν(z(ξ + θ∆ξ))FBν [φ](z), 0 < θ < 1.

Далi скористаємося такими вiдомими формулами [297]:

∂

∂s
jν(sx) = csx2jν+1(sx),

∂

∂x
jν(sx) = cxs2jν+1(sx),

де стала c залежить лише вiд ν. Тодi

FBν

[
∂

∂ξ
T ξzφ

]
(z) =

∂

∂ξ
FBν

[
T ξzφ

]
(z) =

=
∂

∂ξ
jν(zξ)FBν [φ](z) = cξz2jν+1(zξ)FBν [φ](z),

FBν [Φ∆ξ] (z) = cξz2jν+1(z(ξ + θ∆ξ))FBν [φ](z).

Отже,

γ∆ξ(z) = cξz2[jν+1(z(ξ + θ∆ξ))− jν+1(zξ)]FBν [φ](z) =

= cθ∆ξ · ξ · z2 ∂
∂ξ
jν+1(z(ξ + θ1∆ξ))FBν [φ](z) =

= cc1θ∆ξ · ξ2 · z4jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))FB[φ](z), 0 < θ1 < 1

(стала c1 залежить вiд ν). Iз останнього спiввiдношення
випливає, що якщо z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена область
в C, то γ∆ξ → 0 при ∆ξ → 0 рiвномiрно вiдносно z ∈ K,
оскiльки iснують додатнi сталi d1, d2, d3 = d3(ξ) такi, що

|z4| ≤ d1, |FBν [φ](z)| ≤ d2, |jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ d3, ∀z ∈ K.

Таким чином, умова 1) виконується. Доведемо, що умова
2) також має мiсце.

Передусiм зазначимо, що

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ bνe
|y|·|ξ+θ1∆ξ| ≤ b̃νe

c0|ξ||y|, z ∈ C.
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Для опуклих функцiй ln γ̃1 та ln ρ1 при довiльному ε > 0
та фiксованому ξ правильною є нерiвнiсть

c0|ξ||y| ≤ ln γ̃1(εx) + ln ρ1(εy) + d, d > 0.

Тому
|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ ˜̃bνe

ln γ̃1(εx)+ln ρ1(εy).

Оскiльки FBν [φ] ∈
◦
S
an
bk

i в просторi
◦
S
an
bk

визначена операцiя

множення на z2, то z4FBν [φ] ∈
◦
S
an
bk

, тобто iснують сталi
ã, b̃, c̃ > 0 такi, що

|z4FBν [φ]| ≤ c̃e− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y), z ∈ C.

Тодi

|γ∆ξ(z)| ≤ L|∆ξ|e− ln γ̃1(ãx)+ln γ̃1(εx)+ln ρ1(b̃y)+ln ρ1(εy)

(тут стала L > 0 залежить вiд ν, ξ та не залежить вiд
∆ξ). Урахувавши нерiвностi опуклостi для функцiй ln γ̃1
та ln ρ1 i зафiксувавши ε з iнтервалу (0, ã), дiстанемо, що

− ln γ̃1(ãx) + ln γ̃1(εx) ≤ − ln γ̃1((ã− ε)x),

ln ρ1(b̃y) + ln ρ1(εy) ≤ ln ρ1((b̃+ ε)y).

Оскiльки, за припущенням, |∆ξ| ≤ ε0, то

|γ∆ξ(z)| ≤ Lε0e
− ln γ̃1((ã−ε)x)+ln ρ1((b̃+ε)y), z ∈ C.

Цим доведено, що умова 2) також виконується, тобто, опе-
рацiя узагальненого зсуву диференцiйовна в просторi

◦
Sbnak .

Наслiдок 4.1. Операцiя узагальненого зсуву нескiн-
ченно диференцiйовна в просторi

◦
Sbnak .

Для доведення твердження досить скористатися лемою
4.2 та методом математичної iндукцiї.
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Лема 4.3. Правильною є формула

FBν [φ ∗ ψ] = FBν [φ] · FBν [ψ], ∀{φ, ψ} ⊂
◦
S
bn
ak
.

Доведення. Використовуючи теорему Фубiнi, знахо-
димо, що

FBν [φ∗ψ](σ) =
∞∫
0

 +∞∫
0

T ξxφ(x)ψ(ξ)ξ
2ν+1dξ

 jν(σx)x
2ν+1dx =

=

∞∫
0

 ∞∫
0

T ξxφ(x)jν(σx)x
2ν+1dx

ψ(ξ)ξ2ν+1dξ =

=

+∞∫
0

 +∞∫
0

φ(x)T ξxjν(σx)x
2ν+1dx

ψ(ξ)ξ2ν+1dξ.

Далi, урахувавши формулу T ξxjν(σx) = jν(σx)jν(σξ), прий-
демо до спiввiдношення

FBν [φ∗ψ](σ) =
∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx·

∞∫
0

ψ(ξ)jν(σξ)ξ
2ν+1dξ =

= FBν [φ](σ)FBν [ψ](σ),

що й потрiбно було довести.
Зазначимо, що в просторах

◦
Sbnak визначена i є неперерв-

ною операцiя множення основних функцiй.
Справдi, нехай {φ, ψ} ∈

◦
Sbnak , тодi iснують сталi

a1, b1, c1 > 0 такi, що

|φ(z)| ≤ c1e
− ln γ̃(a1x)+ln ρ(b1y), ∀z = x+ iy ∈ C;

аналогiчно, iснують сталi a2, b2, c2 > 0 такi, що

|ψ(z)| ≤ c2e
− ln γ̃(a2x)+ln ρ(b2y), ∀z = x+ iy ∈ C.
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Отже,

|φ(z)ψ(z)| ≤ c1c2e
− ln γ̃(a1x)+ln ρ((b1+b2)y), ∀z = x+ iy ∈ C,

тобто, φψ ∈
◦
Sbnak .

Врахувавши властивостi перетворення Бесселя у про-
сторах типу

◦
S, дiстаємо, що FBν [φ] ·FBν [ψ] ∈

◦
S
an
bk

. Застосу-
вавши обернене перетворення Бесселя, знайдемо, що

φ ∗ ψ = F−1
Bν

[FBν [φ]FBν [ψ]] ∈
◦
S
bn
ak
.

Звiдси випливає, що простори
◦
Sbnak утворюють топологiчнi

алгебри вiдносно згортки основних функцiй.

4.1.2. Псевдодиференцiальний оператор в
просторах типу

◦
S

Розглянемо псевдодиференцiальний оператор Aφ =

F−1
Bν

[φFBν ], який дiє в просторi
◦
Sbnak . За умови, що φ – муль-

типлiкатор у просторi
◦
S
an
bk

, оператор Aφ є лiнiйним i непе-

рервним у просторi
◦
Sbnak . Виявляється, якщо розглядати

оператор Aφ у просторi
◦
S
bn
bk

, то його можна розумiти як
оператор Бесселя "нескiнченного порядку" у такому про-
сторi. Справдi, припустимо, що розклад функцiї φ в ряд
Тейлора має вигляд:

φ(σ) =
∞∑
k=0

c2kσ
2k.

Запишемо (поки-що формально) спiввiдношення

F−1
Bσ→x

[φ(σ)FBx→σ [ψ(x)](σ)] =

= F−1
Bσ→x

[
∞∑
k=0

c2kσ
2kFBx→σ [ψ(x)](σ)

]
=
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= F−1
Bσ→x

[
∞∑
k=0

c2k(−1)kFBx→σ [B
k
νψ(x)](σ)

]
=

=
∞∑
k=0

c2k(−1)kF−1
Bσ→x

[
FBx→σ

[
Bk
νψ(x)

]
(σ)
]
=

=
∞∑
k=0

c2k(−1)k(Bk
νψ)(x) ≡ (Aφψ)(x), ∀ψ ∈

◦
S
bn
bk

(4.5)

(тут ми скористалися тим, що FBx→σ [B
k
νψ(x)](σ) =

(−σ2)kFBx→σ [ψ](σ)). Отже, Aφ у цьому випадку можна ро-

зумiти як оператор вигляду
∞∑
k=0

c2k(−1)kBk
ν . Таким чином,

залишається обґрунтувати коректнiсть проведених в (4.5)
перетворень. Для цього досить довести, що

rn,ψ(σ) :=
∞∑

k=n+1

c2kσ
2kFBν [ψ] → 0

при n→ ∞ у просторi
◦
S
bn
bk

, або, що rn,ψ(s) → 0, s = σ+iτ ∈
C, при n → ∞ за топологiєю простору

◦
S
bn
bk
(C). Iншими

словами, потрiбно показати, що: 1) rn,ψ ∈
◦
S
bn
bk
(C), ∀n ≥ 1;

2) послiдовнiсть {rn,ψ, n ≥ 1} рiвномiрно збiгається до нуля
при n→ ∞ у кожнiй обмеженiй областi Q ⊂ C, при цьому
виконуються нерiвностi |rn,ψ(s)| ≤ cγ(aσ)ρ(bτ), γ = 1/ρ,
s = σ + iτ ∈ C, n ∈ N, з деякими додатними сталими
a, b, c > 0, не залежними вiд n.

Коефiцiєнти Тейлора c2k, k ∈ Z+, функцiї φ обчислю-
ються за формулою Кошi

c2k =
1

2π

∫
ΓR

φ(s)

s2k+1
ds,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi s = 0. Звiдси, та з
умови (4.1), яку задовольняє функцiя-символ φ, випливає,
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що

|c2k| ≤ cε inf
R

(γ(εR))−1

Rk
· inf
R

ρ(εR)

Rk
,

де ε > 0 – довiльно фiксоване число. Оскiльки в даному
випадку γ = 1/ρ, то

|c2k| ≤ cε

(
inf
R

ρ(εR)

Rk

)2

= cεε
2k

(
inf
R

ρ(εR)

εR

)2

= cε · ε2kρ2k

(зауважимо, що функцiя ρ(y)y−k досягає свого iнфiму-
му на промiжку (0,+∞); про властивостi послiдовностi
{ρk = inf

y>0
(ρ(y)y−k)} див. роздiл 3, п.3.1). Далi здiйснимо

оцiнку функцiї α2k(s) := |s2kFBν [ψ](s)|, s = σ+ iτ ∈ C, при
фiксованому k ∈ N.

Оскiльки FBν [ψ](s) ∈
◦
S
bn
bk

, то

∃ c, a, b > 0 ∀s = σ + iτ ∈ C : |FBν [ψ](s)| ≤ cγ(aσ)ρ(bτ),

γ = 1/ρ.

Крiм того,

|s2k| = (σ2 + τ 2)k ≤ (2max{σ2, τ 2})k ≤ 2k(|σ|2k + |τ |2k).

Отже,

α2k(s) ≤ ccε2
kε2kρ2k(|σ|2k + |τ |2k)γ(aσ)ρ(bτ) =

= ccεε
2k2k(ρ2k|σ|2kγ(aσ)ρ(bτ) + ρ2k|τ |2kγ(aσ)ρ(bτ) ≡

≡ ccε2
kε2k(∆′

k(s) + ∆′′
k(s)).

Оскiльки

ρk = inf
σ ̸=0

(ρ(σ)/|σ|k) = inf
σ ̸=0

(
ρ
(a
4
σ
)
/
∣∣∣a
4
σ
∣∣∣k) ,

то

ρ2k|σ|2k ≤
ρ2(a

4
σ)

|a
4
σ|2k

|σ|2k =
(
4

a

)2k

ρ2
(a
4
σ
)
, σ ̸= 0.
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Функцiя ln γ(σ) задовольняє на (0,+∞) нерiвнiсть
(див. роздiл 3, п. 3.1):

ln γ(σ1) + ln γ(σ2) ≥ ln γ(σ1 + σ2), {σ1, σ2} ⊂ (0,+∞),

з якої випливає нерiвнiсть

γ
(a
2
σ
)
= γ

(a
4
σ +

a

4
σ
)
≤ γ2

(a
4
σ
)
. (4.6)

Оскiльки ρ = 1/γ, то, урахувавши (4.6), знайдемо, що

∆′
k(s) = ρ2k|σ|2kγ(aσ)ρ(bτ) ≤

≤
(4
a

)2k
ρ2
(a
4
σ
)
γ
(a
2
σ
)
γ
(a
2
σ
)
ρ (bτ) ≤

≤
(
4

a

)2k γ2
(
a
4
σ
)

γ2
(
a
4
σ
)γ (a

2
σ
)
ρ(bτ) =

(
4

a

)2k

γ
(a
2
σ
)
ρ(bτ).

Оцiнимо ∆′′
k(s). Урахувавши властивостi опуклостi

функцiї ln ρ (див. роздiл 3, п. 3.1), прийдемо до спiввiд-
ношень:

∆′′
k(s) = ρ2kτ

2keln ρ(bτ)γ(aσ) = ρ2kτ
2ke− ln ρ(ε0τ)eln ρ(bτ)+ln ρ(ε0τ)×

×γ(aσ) ≤ ρ2kτ
2ke− ln ρ(ε0τ)eln ρ((b+ε0)τ)γ(aσ)

(ε0 > 0 – довiльно фiксоване). Далi скористаємося тим, що

ρk = ν−kk ρ(νk) ≤ ν−kk ek+1, k ≥ 1,

де νk – розв’язок рiвняння xµ(x) = k, x ≥ 0, k ∈ N,
µ = ρ′/ρ, µ(2) > 1 (див. п. 3.1, роздiл 3). Справдi, оскiль-

ки ln ρ(y) =
y∫
0

µ(ξ)dξ, то внаслiдок теореми про середнє
значення маємо, що

ln ρ(νk) =

νk∫
0

µ(ξ)dξ = νkµ(ν̃k) ≤ νkµ(νk) < k+1, 0 < ν̃k < νk
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(тут враховано, що µ – неперервна та монотонно зростаюча
на [0,+∞) функцiя [291]). Тодi ρ(νk) ≤ ek+1, k ∈ N. Далi
безпосередньо знаходимо, що

sup
τ≥0

(τ 2k exp{− ln ρ(ε0τ)}) = ˜̃ν2kk exp{− ln ρ(ε0 ˜̃νk)} ≤ ˜̃ν2kk ,

де ˜̃νk – розв’язок рiвняння xµ(x) = 2k, x ≥ 0, k ∈ N.
Зауважимо, що

˜̃νk
νk

=
˜̃νk · µ(νk)
νk · µ(νk)

=
˜̃νk · µ(νk)

k
, k ≥ 1.

Оскiльки νk ≤ ˜̃ν, а µ – зростаюча та неперервна на [0,+∞)
функцiя, то µ(νk) ≤ µ(˜̃ν); тодi

˜̃νk
νk

≤
˜̃νk · µ(˜̃νk)

k
=

2k

k
= 2, k ≥ 1,

а
∆′′
k(s) ≤ e2(2e)2kγ(aσ)ρ((b+ ε0)τ).

Таким чином,

α2k(s) ≤ ccε2
ke2k

((
4

a

)2k

+ e2(2e)2k

)
γ(a1σ)ρ(b1τ) =

= βAkε2kγ(a1σ)ρ(b1τ),

де β = 2ccεe
2, A = 2ω2, ω = max

{
4
a
, 2e
}
, a1 = a/2, b1 = b+ε,

причому всi сталi не залежить вiд k. Отже,

|rn,ψ(s)| ≤ β
∞∑

k=n+1

Akε2kγ(a1σ)ρ(b1τ), s ∈ C. (4.7)

З нерiвностi (4.7) випливає, що rn,ψ ∈
◦
S
bn
bk
(C) при

кожному n ∈ N; якщо покласти ε = 1
4A2 , то
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|rn,ψ(s)| ≤ 1
2n
γ(a1σ)ρ(b1τ). Звiдси випливає, що послiдов-

нiсть {rn,ψ, n ≥ 1} збiгається до нуля при n → ∞ рiвно-
мiрно в кожнiй обмеженiй областi Q ⊂ C, крiм того,

|rn,ψ(s)| ≤ γ(a1σ)ρ(b1τ), n ∈ N, s ∈ C.

Отже, умови 1)-2) виконуються. Цим доведено, що псев-
додиференцiальний оператор Aφ = F−1

Bσ→x
[φFBx→σ ], який

дiє в просторi
◦
S
bn
bk

, є оператором Бесселя "нескiнченного
порядку" вигляду

Aφ =
∞∑
k=0

c2k(−Bν)
k.

Оператор Aφ є неперервним у просторi
◦
S
bn
bk

. Справдi, нехай

{ψn, n ≥ 1} ⊂
◦
S
bn
bk

, ψn → 0 при n→ ∞ у просторi
◦
S
bn
bk

. Тодi

FBν [Aφψn] = φ(σ)FBν [ψn] → 0 при n → ∞ у просторi
◦
S
bn
bk

.
Внаслiдок властивостi неперервностi перетворення Бессе-
ля (прямого i оберненого) у просторах типу

◦
S маємо, що

Aφψn = F−1
Bν

[φFBν [ψn]] → 0, n→ ∞,

у просторi
◦
S
bn
bk

.

4.1.3. Простiр узагальнених функцiй (
◦
Sbnak)

′

Символом (
◦
Sbnak)

′ позначимо простiр усiх лiнiйних непе-
рервних функцiоналiв на вiдповiдному просторi основних
функцiй зi слабкою збiжнiстю. Регулярними узагальнени-
ми функцiями або регулярними функцiоналами назива-
ються лiнiйнi неперервнi функцiонали, дiя яких на основнi
функцiї φ ∈

◦
Sbnak визначається формулою

⟨f, φ⟩ =
∞∫
0

f(x)φ(x)x2ν+1dx.
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Кожна локально iнтегровна парна на R функцiя, яка
задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ R : |f(x)| ≤ cε(γ(εx))
−1, (4.8)

породжує регулярну узагальнену функцiю Ff ∈ (
◦
Sbnak)

′:

⟨Ff , φ⟩ =
∞∫
0

f(x)φ(x)x2ν+1dx, ∀φ ∈
◦
S
bn
ak
.

Правильним є наступне твердження: якщо локально iн-
тегровнi парнi на R функцiї f i g, якi задовольняють умо-
ву (4.8), не спiвпадають на множинi додатної мiри Ле-
бега, то iснує функцiя φ0 ∈

◦
Sbnak така, що ⟨f, φ0⟩ ̸= ⟨g, φ0⟩,

тобто Ff ̸= Fg. Навпаки, якщо Ff ̸= Fg, то функцiї f i g
не спiвпадають на множинi додатної мiри Лебега. Дове-
дення цього твердження аналогiчне доведення вiдповiдної
теореми з [298].

Сформульоване твердження дозволяє ототожнювати
локально iнтегровнi функцiї, якi задовольняють умову
(4.8) з породжуваними ними узагальненими функцiями Ff
з простору (

◦
Sbnak)

′. З властивостей iнтеграла Лебега випли-
ває, що вкладення

◦
S
bn
ak

∋ f → Ff ∈ (
◦
S
bn
ak
)′

є неперервним.
Оскiльки в просторi

◦
Sbnak визначена операцiя узагаль-

неного зсуву аргумента, то згортку узагальненої функцiї
f ∈ (

◦
Sbnak)

′ з основною функцiєю задамо формулою

(f ∗ φ)(x) = ⟨fξ, T ξxφ(x)⟩ = ⟨fξ, T xξ φ(ξ)⟩

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f дiє на основну
функцiю T ξxφ(ξ) як функцiю аргумента ξ).

146



Лема 4.4. Нехай f ∈ (
◦
Sbnak)

′, φ ∈
◦
Sbnak . Тодi згортка f ∗φ

є нескiнченно диференцiйовною на R функцiєю, при цьому
справджуються формули

(f ∗ φ)′(x) = ⟨fξ,
∂

∂x
(T ξxφ(x))⟩ ≡ ⟨fξ,

∂

∂x
(T xξ φ(ξ))⟩,

(f ∗ φ)′′(x) = ⟨fξ,
∂

∂x
(T ξx

∂

∂x
(T ξxφ(x)))⟩, . . .

(4.9)

Доведення. Оскiльки операцiя узагальненого зсуву
аргумента диференцiйовна в просторi

◦
Sbnak , то граничне

спiввiдношення

1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
→ ∂

∂x
T xξ φ(ξ), ∆x→ 0,

виконується в сенсi збiжностi в просторi
◦
Sbnak ⊂ Sbnak , а

∂
∂x
T xξ φ(ξ), як функцiя аргумента ξ, належить до простору

◦
Sbnak . Тодi, внаслiдок неперервностi функцiонала f , маємо,
що

(f ∗ φ)′ (x) = lim
∆x→0

1

∆x
[(f ∗ φ)(x+∆x)− (f ∗ φ)(x)] =

= lim
∆x→0

⟨fξ,
1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
⟩ =

= ⟨fξ, lim
∆x→0

1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
⟩.

Однак,

T x+∆x
ξ φ(ξ) = T ξx+∆xφ(x+∆x) = T∆x

[
T ξxφ(x)

]
,

де T∆x : φ(x) → φ(x + ∆x) – оператор зсуву аргумента в
просторi Sbnak . Тому

(f ∗ φ)′ (x) = ⟨fξ, lim
∆x→0

T∆x
[
T ξxφ(x)

]
− T ξxφ(x)

∆x
⟩.
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Оскiльки

1

∆x

[
T∆x

[
T ξxφ(x)

]
− T ξxφ(x)

]
−−−→
∆x→0

∂

∂x
T ξxφ(x)

у просторi Sbnak , то

(f ∗ φ)′ (x) = ⟨fξ,
∂

∂x
T ξxφ(x)⟩.

Iнтегруючи одержаний результат, прийдемо до формул
(4.9). Лема доведена.

Нехай f ∈ (
◦
Sbnak)

′. Якщо f∗φ ∈
◦
Sbnak , ∀φ ∈

◦
Sbnak , i iз спiввiд-

ношення φν → 0 при ν → +∞ за топологiєю простору
◦
Sbnak

випливає, що f∗φν → 0 при ν → ∞ за топологiєю простору
◦
Sbnak , то функцiонал f називається згортувачем у просторi
◦
Sbnak .

Перетворення Бесселя узагальненої функцiї f ∈ (
◦
Sbnak)

′

визначимо за допомогою спiввiдношення

⟨FBν [f ], φ⟩ = ⟨f, FBν [φ]⟩, ∀φ ∈
◦
S
an
bk
. (4.10)

Iз (4.10), властивостей лiнiйностi i неперервностi функцiо-
нала f та властивостей перетворення Бесселя основних
функцiй випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала
FBν [f ] над простором основних функцiй

◦
S
an
bk

. Отже, пере-

творення Бесселя узагальненої функцiї f , заданої на
◦
S
an
bk

,

є узагальненою функцiєю на просторi
◦
S
an
bk

.

Теорема 4.1. Якщо узагальнена функцiя f ∈ (
◦
Sbnak)

′ –

згортувач у просторi
◦
Sbnak , то для довiльної функцiї φ ∈

◦
Sbnak правильною є формула

FBν [f ∗ φ] = FBν [f ]FBν [φ].
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Доведення. Згiдно з умовою теореми f ∗φ ∈
◦
Sbnak . Тодi,

скориставшись означенням перетворення Бесселя, а також
означенням згортки узагальненої функцiї з основною, за-
пишемо такi спiввiдношення:

∀ψ ∈
◦
S
an
bk

: ⟨FBν [f ∗ φ], ψ⟩ =

= ⟨f ∗ φ, FBν [ψ]⟩ =
∞∫
0

(f ∗ φ)(x)FBν [ψ](x)x
2ν+1dx =

=

∞∫
0

⟨fξ, T ξxφ(x)⟩FBν [ψ](x)x
2ν+1dx =

= ⟨fξ,
∞∫
0

T ξxφ(x)FBν [ψ](x)x
2ν+1dx⟩ (4.11)

(зазначимо, що остання рiвнiсть написана, поки-що, фор-
мально).

Нехай

I(ξ) :=

∞∫
0

T ξxφ(x)FBν [ψ](x)x
2ν+1dx.

Тодi

I(ξ) =

∞∫
0

T ξxφ(x)

 +∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ

x2ν+1dx =

=

∞∫
0

∞∫
0

φ(x)ψ(σ)T ξxjν(σx)σ
2ν+1x2ν+1dσdx =

=

∞∫
0

ψ(σ)jν(σξ)σ
2ν+1

 ∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx

 dσ =
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=

∞∫
0

ψ(σ)FBν [φ](σ)jν(σξ)σ
2ν+1dσ = FBν [FBν [φ] · ψ](ξ)

(тут ми скористалися теоремою Фубiнi, врахувавши, що
збiжним є iнтеграл

∞∫
0

 ∞∫
0

|ψ(σ)φ(x)jν(σx)jν(σξ)|σ2ν+1x2ν+1dσ

 dx).

Отже,

⟨FBν [f ∗ φ], ψ⟩ = ⟨f, FBν [FBν [φ] · ψ]⟩ = ⟨FBν [f ], FBν [φ] · ψ⟩ =

= ⟨FBν [f ] · FBν [φ], ψ⟩, ∀ψ ∈
◦
S
an
bk
.

Звiдси випливає рiвнiсть

FBν [f ∗ φ] = FBν [f ] · FBν [φ].

Залишається обґрунтувати коректнiсть спiввiдношень
(4.11). Введемо позначення

Ir(ξ) :=

r∫
0

ψ(σ)FBν [φ](σ)jν(σξ)σ
2ν+1dσ, r > 0.

Для доведення (4.11) досить показати, що Ir(ξ) → I(ξ)

при r → +∞ у просторi
◦
Sbnak , тобто, що γr(z) := I(z) −

Ir(z) → 0, при r → +∞, z = σ + iω ∈ C, за топологiєю
простору

◦
Sbnak(C). Врахувавши оцiнки нормованої функцiї

jν комплексного аргумента, знайдемо, що

|γr(z)| ≤
+∞∫
r

|ψ(σ)||FBν [φ](σ)||jν(σz)|σ2ν+1dσ ≤
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≤ cν

+∞∫
r

|ψ(σ)||FBν [φ](σ)|eσ|ω|σ2ν+1dσ, z = σ + iω ∈ C

(тут cν =
√
π · Γ(ν + 1) · Γ−1(ν + 1/2), ν > −1/2). Якщо

z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена область, то |ω| ≤ c0. Тодi

|γr(z)| ≤ c0

+∞∫
r

|ψ(σ)||FBν [φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ, ∀z ∈ K.

Оскiльки ψ · FBν [φ] ∈
◦
S
an
bk

, то iнтеграл

+∞∫
0

|ψ(σ)||FBν [φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ (4.12)

є збiжним. Справдi, для функцiї ψFBν [φ] справджується
оцiнка: |ψ(σ)FBν [φ](σ)| ≤ c̃ exp{− ln γ̃(a0σ)}, де c̃, a0 – де-
якi додатнi сталi. З властивостей функцiї γ̃ випливає, що
ln γ̃(a0σ) зростає швидше за довiльну лiнiйну функцiю на
промiжку [1,+∞), тому функцiя σ2ν+1 exp{− ln γ̃(a0σ) +
c0σ} спадає на нескiнченностi до нуля, наприклад, як
функцiя exp{−1

2
ln γ̃(a0σ)}. Звiдси i випливає збiжнiсть iн-

теграла (4.12). Отже,

+∞∫
r

|ψ(σ)||FBν [φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ → 0

при r → +∞ (як залишок збiжного iнтеграла). Цим дове-
дено, що γr(z) збiгається до нуля при r → +∞ рiвномiрно
по z у кожнiй обмеженiй областi K ⊂ C. Доведемо тепер,
що має мiсце нерiвнiсть

|γr(z)| ≤ ce− ln γ̃(aξ)+ln ρ(bω), (4.13)

де сталi a, b, c > 0 не залежать вiд r.
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Оскiльки γr(ξ) = I(ξ)− Ir(ξ), то

|γr(ξ)| ≤ |I(ξ)|+ |Ir(ξ)|.

Розглянемо функцiї

Ir,+(ξ) = max
ξ∈R

(Ir(ξ), 0),

Ir,−(ξ) = −min
ξ∈R

(Ir(ξ), 0),

якi є невiд’ємними i врахуємо те, що

|Ir(ξ)| = Ir,+(ξ) + Ir,−(ξ) ≤ 2|I(ξ)|.

Отже,
|γr| ≤ 3|I| = 3|FBν [FBν [φ] · ψ]|,∀r > 0.

Звiдси вже випливає нерiвнiсть (4.13), оскiльки FBν [FBν [φ]·
ψ] ∈

◦
Sbnak , якщо ψ ∈

◦
S
an
bk

. Теорема доведена.
Зауваження 4.1. З теореми 1. випливає, що якщо

узагальнена функцiя f є згортувачем у просторi
◦
Sbnak , то

її перетворення Бесселя – мультиплiкатор у просторi
◦
S
an
bk

.
Теорема 4.2. Якщо узагальнена функцiя f – мульти-

плiкатор у просторi
◦
Sbnak , то її перетворення Бесселя –

згортувач у просторi
◦
S
an
bk

.
Доведення. Згiдно з означенням згортки узагальненої

функцiї з основною маємо, що

FBν [f ] ∗ φ = ⟨FBν [f ], T
ξ
xφ(x)⟩ = ⟨f, FBν [T

ξ
xφ(x)]⟩, ∀φ ∈

◦
S
an
bk
.

Оскiльки FBν [T
ξ
xφ(x)] = jν(σξ)FBν [φ](σ), то

FBν [f ] ∗ φ = ⟨f, jν(σξ)FBν [φ](σ)⟩ =
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=

∞∫
0

f(σ)jν(σξ)FBν [φ](σ)σ
2ν+1dσ = FBν [fFBν [φ]].

Зазначимо, що FBν [fFBν [φ]] ∈
◦
S
an
bk

, бо fFBν [φ] ∈
◦
Sbnak (тут

враховано, що FBν [φ] ∈
◦
Sbnak , а f – мультиплiкатор у про-

сторi
◦
Sbnak). Теорема доведена.

Зауваження 4.2. Результати, одержанi в теоремах
1., 2. можна сформулювати так: для того, щоб узагаль-
нена функцiя f ∈ (

◦
Sbnak)

′ була згортувачем у просторi
◦
Sbnak ,

необхiдно й досить, щоб її перетворення Бесселя було
мультиплiкатором у просторi

◦
S
an
bk

.

4.2. Властивостi фундаментального розв’язку
нелокальної багатоточкової за часом
задачi

Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

dt
= Aφu(t, x), (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ ΠT , (4.14)

де Aφ = F−1
Bσ→x

[φ(σ)FBx→σ ] – псевдодиференцiальний опе-

ратор у просторi
◦
S
bn
bk

, побудований за функцiєю φ, яка є

мультиплiкатором у просторi i такою, що eφ ∈
◦
S
bn
bk

. У цьому
випадку Aφ можна розумiти як оператор Бесселя нескiн-

ченного порядку вигляду (Aφ) =
∞∑
k=0

c2k(−1)kBk
ν (див. п.

4.1.2). Символом
◦
P
bn
bk

позначимо клас функцiй (символiв)
φ, якi задовольняють вказанi умови. Для (4.14) поставимо
нелокальну багатоточкову задачу: знайти розв’язок рiв-
няння (4.14), який задовольняє умову

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − . . .− µmu(t, ·)|t=tm = f, (4.15)
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де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ],
0 < t1 < ... < tm ≤ T– фiксованi числа, причому µ >

m
m∑
k=0

µk, f ∈
◦
S
bn
bk
. Розв’язок задачi (4.14), (4.15) шукаємо

за допомогою перетворення Бесселя у виглядi u(t, x) =
F−1
Bν

[v(t, σ)]x, (t, x) ∈ ΠT . Для функцiї v : ΠT → R дiстаємо
задачу з параметром σ :

dv(t, σ)

dt
= φ(σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ ΠT , (4.16)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = f̃(σ), σ ∈ R, (4.17)

де f̃(σ) = FBν [f ](σ). Загальний розв’язок рiвняння (4.16)
має вигляд

v(t, σ) = c exp{tφ(σ)}, (t, x) ∈ ΠT (4.18)

де c = c(σ) визначається з умови (4.17). Пiдставивши
(4.18) в (4.17), знайдемо, що

c = f̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

.

Тодi

v(t, σ) = f̃(σ) exp{tφ(σ)}

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

,

(t, x) ∈ ΠT .

Отже, розв’язок задачi (4.14), (4.15) має вигляд

u(t, x) = cν

∞∫
0

v(t, σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, (t, x) ∈ ΠT .
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Введемо позначення: G(t, x) = F−1
Bν

[Q(t, σ)], де

Q(t, σ) = exp{tφ(σ)}

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

.

Мiркуючи формально, знайдемо, що

u(t, x) =

∞∫
0

T ξxG(t, x)f(ξ)ξ
2ν+1dξ = G(t, x)∗f(x), (t, x) ∈ ΠT .

Справдi,

u(t, x) = cν

∞∫
0

Q(t, σ)

 ∞∫
0

f(ξ)jν(σξ)ξ
2ν+1dξ

 jν(σx)σ
2ν+1dσ.

Оскiльки jν(σξ)jν(σx) = T ξxjν(σx), то

u(t, x) =

∞∫
0

cν ∞∫
0

Q(t, σ)T ξxjν(σξ)σ
2ν+1dσ

 f(ξ)ξ2ν+1dξ =

=

∞∫
0

T ξxG(t, x)f(ξ)ξ
2ν+1dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ ΠT .

Коректнiсть проведених тут перетворень випливає з вла-
стивостей функцiї G, якi ми наведемо нижче. Властивостi
функцiї G пов’язанi з властивостями функцiї Q, оскiль-
ки G = F−1

Bν
[Q]. Отже, насамперед дослiдимо властивостi

функцiї Q(t, σ) як функцiї аргумента σ.
Оскiльки φ ∈

◦
P
bn
bk

, то eφ ∈
◦
S
bn
bk

. Тодi (див. п. 4.1) iснують
числа c0, a, b > 0 такi, що

|eφ(z)| ≤ c0e
− ln γ̃(aσ)+ln ρ(bτ), γ̃ = 1/γ = ρ, z = σ + iτ ∈ C.

(4.19)
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Надалi вважатимемо, що стала c0 > 0 в (4.19) задоволь-
няє умову: c0 ≤ m, де m – параметр багатоточкової задачi
(4.14), (4.15). Тодi

|etφ(z)| = |eφ(z)|t ≤ [c0 exp{− ln γ̃(aσ) + ln ρ(bτ)}]t ≤

≤ c exp{−t ln γ̃(aσ) + t ln ρ(bτ)}, c = max{1, cT0 }. (4.20)

Лема 4.5. Нехай φ ∈
◦
P
bn
bk

. Функцiя

Q(t, s) = exp{tφ(s)}, t ∈ (0, T ], s = σ + iτ ∈ C,

при фiксованому t ∈ (0, T ], як функцiя аргумента s, на-
лежить до простору

◦
S
bn
bk
(C). Iснують сталi c̃, ã, b̃ > 0, не

залежнi вiд t, такi, що для її похiдних на R правильними
є оцiнки

|Dn
σQ1(t, σ)| ≤ c̃b̃nn!ρn exp{−t ln γ̃(ãσ)}, n ∈ Z+,

де ρn = inf
τ
(ρ(τ)/|τ |n).

Доведення. При фiксованому t ∈ (0, 1) справджується
нерiвнiсть

t ln γ̃(aσ) ≥ ln γ̃(taσ).

Ця властивiсть випливає iз спiввiдношення

ln γ̃(taσ) =

taσ∫
0

µ(ξ)dξ = t

aσ∫
0

µ(ty)dy ≤ t

aσ∫
0

µ(y)dy = t ln γ̃(aσ),

де µ(ξ) = γ̃′(ξ)/γ̃(ξ), при цьому µ – невiд’ємна, неперервна
на R функцiя, монотонно зростаюча на [0,∞). Тодi

−t ln γ̃(aσ) ≤ − ln γ̃(taσ),

e−t ln γ̃(aσ)+t ln ρ(bτ) ≤ e− ln γ̃(taσ)+ln ρ(bτ) = e− ln γ̃(a1σ)+ln ρ(bτ),

a1 = at, t ∈ (0, 1).
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Якщо t > 1, то справджується нерiвнiсть t ln ρ(bτ) ≤
ln ρ(tbτ). Тодi t = [t] + {t} i

e− ln γ̃(aσ) = e−[t] ln γ(aσ)e−{t} ln γ̃(aσ) ≤ e−{t} ln γ̃(aσ) ≤ e− ln γ̃(a2σ),

де a2 = a{t},

et ln ρ(bτ) ≤ eln ρ(tbτ) = eln ρ(b1τ), b1 = bt.

Якщо t = n, n ∈ N, то t = 1 + n− 1. Тодi

e− ln γ̃(aσ) = e− ln γ(aσ)e−(n+1) ln γ̃(aσ) ≤ e− ln γ̃(aσ).

Нехай ā = min{at, a{t}} = a{t}, якщо t – нецiле i ā = a,
якщо t – цiле, b̄ = max{b, bT}. Тодi при фiксованому t ∈
(0, T ] справджується нерiвнiсть

|Q1(t, s)| ≤ ce− ln γ̃(āσ)+ln ρ(b̄τ)

звiдки й випливає, що Q1(t, s) ∈
◦
S
bn
bk
(C) при кожному t ∈

(0, T ].
У подальших мiркуваннях будемо використовувати

оцiнку

|Q1(t, s)| ≤ ce−t ln γ̃(aσ)+ln ρ(b̄τ), s = σ + iτ ∈ C. (4.21)

Внаслiдок iнтегральної формули Кошi

Dn
σQ1(t, σ) =

n!

2πi

∫
ΓR

Q1(t, s)

(s− σ)n+1
ds, n ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Скори-
ставшись (4.21), прийдемо до нерiвностей

|Dn
σQ1(t, σ)| ≤

n!

Rn
max
s∈ΓR

|Q1(t, s)| ≤
n!

Rn
e−t ln γ̃(aσ0)+ln ρ(b̄R),
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де σ0 – точка максимуму функцiї exp{−t ln γ̃(aξ)}, ξ ∈ [σ−
R, σ + R]. Оскiльки ln γ̃(aξ) – парна на R функцiя, яка
зростає на промiжку [0,+∞), то

σ0 =


0, якщо |σ| ≤ R,

σ +R, якщо σ ≤ −R,
σ −R, якщо σ ≥ R.

Використовуючи нерiвнiсть − ln γ̃(σ1 + σ2) + ln γ̃(σ1) ≤
− ln γ̃(σ2), σ1, σ2 > 0, доводимо iснування сталих ã, a2 >
0, ã ≤ a, таких, що

∀σ ≥ 0, ∀R > 0 : exp{−t ln γ̃(aσ0)} ≤ exp{−t ln γ̃(ãσ)×

× exp{t ln γ̃(a2R)} ≤ exp{−t ln γ̃(aσ) exp{ln γ̃(ā2R),

де ā2 = max{a2, a2T}. Тодi

|Dn
σQ1(t, σ)| ≤

cn!

Rn
exp{−t ln γ̃(ãσ)} exp{t ln γ̃(a2R)}×

× exp{ln ρ(b̄R)} ≤ cn!

Rn
exp{−t ln γ̃(ãσ)} exp{ln ρ(b̃R)},

b̃ = b̄+ ā2.

Тут ми скористалися тим, що γ̃ = ρ, а також нерiвнiстю
опуклостi для функцiї ln ρ : ln ρ(b̄R) + ln ρ(ā2R) ≤ ln ρ((b̄+
ā2)R).

Для кожного n ∈ Z+ функцiя gn,t(R) =

R−n exp{ln ρ(b̃R)} = R−nρ(b̃R) є диференцiйовною на
(0,+∞), причому iз властивостей функцiї ρ випливають
спiввiдношення

lim
R→+∞

gn,t(R) = +∞, n ∈ Z+; lim
R→+0

gn,t(R) =

{
+∞, n ∈ N,
1, n = 0.
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Оскiльки gn,t(R) > 0, R ∈ (0,+∞), то ця функцiя досягає
свого iнфiмуму. Отже,

|Dn
σQ1(t, σ)| ≤ cn! inf

R
gn,t(R)× exp {−t ln γ̃(ãσ)} =

= cn!b̃n inf
ρ(b̃R)

(b̃R)n
exp {−t ln γ̃(ãσ)} = c̃b̃nn!ρn×

× exp {−t ln γ̃(ãσ)} , c̃ = c.

Лема доведена.
Лема 4.6. Функцiя

Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}

)−1

=

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

,

σ ∈ R, – мультиплiкатор у просторi
◦
S
bn
bk

.
Доведення. З урахуванням (4.20), правильними є

нерiвностi

Q1(tk, σ) ≤ ce−tk ln γ̃(aσ) ≤ c, k ∈ {1, . . . ,m}.

Оскiльки

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ) = µ(1− 1

µ

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)}),

причому

1

µ

m∑
k=1

µk exp{tkφ(σ)} ≤ c

µ

m∑
k=1

µk <
m

µ

m∑
k=1

µk < 1,

то, скориставшись полiномiальною формулою, знайдемо,
що

Q2(σ) =
1

µ

(
1− 1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

)−1

=
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=
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µke
tkφ(σ)

)r

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
×

×
(
µ1e

t1φ(σ)
)r1

. . .
(
µme

tmφ(σ)
)rm

=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µ

rm
m Q1(λ, σ),

де λ := t1r1 + . . . + tmrm, Q1(λ, σ) = eλφ(σ). Звiдси та з
(4.20) випливають нерiвностi

|Dn
σQ2(σ)| ≤ cb̃nn!ρn

∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
×

×µr0 exp{−λ ln γ̃(aσ)} ≤

≤ cb̃nn!ρn

∞∑
r=0

µ−(r+1)µr0
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
, n ∈ N,

де µ0 = max{µ1, . . . µm}. Далi скористаємося формулою∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Тодi

|Dn
σQ2(σ)| ≤ cb̃nn!ρn

∞∑
r=0

µ̃r = c′b̃nn!ρn, n ∈ N, (4.22)

де µ̃ = µ−1µ0m < 1, c′ = µ−1
∞∑
r=0

µ̃r = µ−1(1− µ̃)−1. Iз остан-

ньої нерiвностi та обмеженостi функцiї Q2 на R випливає,
що Q2 – мультиплiкатор у просторi

◦
S
bn
bk

. Лема доведена.
Урахувавши (4.21), (4.22) та формулу Лейбнiца дифе-

ренцiювання добутку двох функцiй, знайдемо, що

|Dn
σQ(t, σ)| =

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

C l
nD

l
σQ1(t, σ)D

n−l
σ Q2(σ)

∣∣∣∣∣ ≤ cc′
n∑
l=0

C l
n×
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×b̃ll!ρlb̃n−lρn−le−t ln γ̃(aσ) ≤ c1b
n
1n!ρn exp {−t ln γ̃(aσ)} ≡

≡ c1b
n
1bn exp {−t ln γ̃(aσ)} , σ ∈ R, (4.23)

де c1 = cc′, b1 = 2b̃, bn = n!ρn, сталi c1, b > 0 не зале-
жать вiд t. З останньої нерiвностi випливає, що функцiя
Q(t, σ), як функцiя змiнної σ, є елементом простору

◦
S
bn
bk

при кожному t ∈ (0, T ].

Урахувавши спiввiдношення F−1
Bν

[ ◦
S
bn
bk

]
=

◦
S
bn
bk

, знайде-

мо, що G(t, ·) = F−1
Bν

[Q(t, ·)] ∈
◦
S
bn
bk

при кожному t ∈ (0, T ].
Видiлимо в оцiнках похiдних функцiї G(t, x) (за змiнною
x) залежнiсть вiд параметра t.

Для цього зазначимо (див. [299]), що функцiї з просто-
ру

◦
S
bn
bk

задовольняють умову

∃c̃ = c(φ) > 0 ∃Ã = Ã(φ) > 0 ∃B̃ = B̃(φ) > 0 ∀x ∈ [0,∞)

∀{k, q} ⊂ Z+ : |x2kBq
νφ(x)| ≤ c̃Ã2kB̃2qb2kb2q, φ ∈

◦
S
bq
bk
(4.24)

Навпаки, якщо нескiнченно диференцiйовна, парна на
R функцiя φ задовольняє умову (4.24), то (див. [299]) φ є
елементом простору

◦
S
bq
bk

.
Урахувавши це зауваженння, здiйснимо оцiнку функцiї

σ2qBk
νG(t, σ), σ ∈ R, при фiксованих {k, q} ⊂ Z+. Для цьо-

го скористаємося спiвiдношенням, встановленим в [299]:

σ2qBk
νFbν [φ](σ) =

∞∫
0

Bq
ν(x

2kφ(x))jν(σx)x
2ν+1dx, ∀φ ∈

◦
S
bq
bk
,

з якого випливає, що

σ2qBk
νG(t, σ) =

∞∫
0

Bq
ν(x

2kQ(t, x))jν(σx)x
2ν+1dx.
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Зазначимо також, що для функцiї φ ∈
◦
S
bq
bk

правильною є
формула

Bq
νφ(x) =

q∑
i=0

ci(ν)
φ(2q−i)(x)

xi
, q ∈ Z+,

де ci(ν) – коефiцiєнти, залежнi вiд ν, функцiї φ(2q−i)

xi
, i ∈

{0, 1, ..., q}, також є елементом простору
◦
S
bq
bk

. Тодi

Bq
ν(x

2kQ(t, x)) = c0(ν)(x
2kQ(t, x))(2q)+c1(ν)

(x2kQ(t, x))(2q−1)

x
+

+c2(ν)
(x2kQ(t, x))(2q−2)

x2
+ ...+ cq(ν)

(x2kQ(t, x))(q)

xq
. (4.25)

Зауважимо, що правильною є нерiвнiсть

exp{−t ln γ̃(aσ)} = exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
·exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
≤

≤ exp {−t ln γ̃(āσ)} · exp
{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
=

= γ̃(āσ) exp

{
−t
2

ln γ̃(aσ)

}
, (4.26)

де ā = a
{
t
2

}
, якщо t

2
– нецiле i ā = a, якщо t

2
– цiле (див.

доведення леми 5.). Урахувавши (4.26) та (4.23), знайдемо,
що крiм нерiвностей (4.23) справджуються також оцiнки∣∣x2kD2q

x Q(t, x)
∣∣ ≤ c1b

2q
1 b2q inf

k

b2k
|āx|2k

|x|2k exp
{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤

≤ c1a
2k
1 b

2q
1 b2qb2k exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
, a1 =

1

ā
. (4.27)

Крiм того,

∃c̃1, A1, B1 > 0 ∀x ∈ R ∀{l, n} ⊂ Z+
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∣∣x2l−1D2n−1
x Q(t, x)

∣∣ = ∣∣x2l−2(xD2n−1
x Q(t, x))

∣∣ ≤
≤ c̃1(A1a1)

2(l−1)B2n
1 b2(l−1)b2n exp

{
−t
2

ln γ̃(ax)

}
, (4.28)

де a1 = 1
a

(тут враховано, що xD2n−1
x Q(t, x) ∈

◦
S
bn
bk

) при
кожному t > 0. Згiдно з формулою Лейбнiца диференцiю-
вання добутку двох функцiй

(x2kQ(t, x))(2q) =

2q∑
i=0

Ci
2q(x

2k)(i)Q(2q−i)(t, x). (4.29)

Подамо праву частину (4.29) у виглядi суми двох доданкiв

I1 :=

2q∑
i=0

C2i
2q(x

2k)(2i)Q(2q−2i)(t, x),

I2 :=

2q∑
i=0

C2i−1
2q (x2k)(2i−1)Q(2q−2i+1)(t, x).

Iз умови б) на послiдовнiсть {ρk} (див. п. 4.1.1) випли-
вають оцiнки

b2k−2

b2k
≤ cbk

−2(1−γ1), cb > 0

Тодi

b2k−2b2q−2

b2kb2q
≤ c2b

(
kγ1qγ1

kq

)2

≤ c2b

(
(max{k, q})2γ1

kq

)2

≤

≤ c2b

(
(k + q)2γ1

kq

)2

≤ γ

(
k + q

kq

)2

, γ = c2b

(тут враховано, що 2γ1 ≤ 1, див. п. 4.1.1). Врахувавши
(4.27) та останню нерiвнiсть, знайдемо, що

|I1| ≤ c1a
2k
1 b

2q
1 b2kb2q(1+

1

2!

1∏
i=0

(2k−i)(2q−i) 1

(a1b1)2
b2k−2b2q−2

b2kb2q
+
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+
1

4!

3∏
i=0

(2k− i)(2q− i)
1

(a1b1)4
· b2k−4b2q−4

b2k−2b2q−2

· b2k−2b2q−2

b2kb2q
+ . . . )×

exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤ c1a

2k
1 b

2q
1 b2kb2q(1 +

1

2!

(
4γ(k + q)

a1b1

)2

+

+
1

4!

(
4γ(k + q)

a1b1

)4

+ . . . ) exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤ c1a

2k
1 b

2q
1 ×

×b2kb2q ch
(
4γ(k + q)

a1b1

)
exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
.

Аналогiчно, з урахуванням (4.28), маємо

|I2| ≤ c̃1(a1A1)
2kB2q

1 b2kb2q((2k)(2q)
1

(a1A1)2B0
1

b2k−2b2q
b2kb2q

+

+
1

3!

2∏
i=0

(2k−i)(2q−i) 1

(a1A1)4B2
1

·b2k−4b2q−2

b2k−2b2q−2

·b2k−2b2q−2

b2kb2q
+. . . )×

× exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤ c̃1

B1

a1A1

(a1A1)
2kB2q

1 b2kb2q×

×
(
1

1!

4γ(k + q)

a1A1B1

+
1

3!

(
4γ(k + q)

(a1A1B1)3
+ ...

))
×

× exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤ c̃1B1

a1A1

(a1A
2k
1 B

2q
1 b2kb2q×

× sh

(
4γ(k + q)

a1A1B1

)
exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
.

Тодi

|I1|+|I2| ≤ c̃0cB̃
2q
0 b2kb2q exp

{
4γ

d
(k + q)

}
exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
;

де c̃0 = max{c1, c̃1B1

a1A1
}, Ã0 = max{a1, a1A1} = a1 ·

max{1, A1} = 1
ā
max{1, A1}, B̃0 = max{B1, B2}, d =

164



min{a1b1, a1A1B1} = a1 min{b1, A1B1}.
Оскiльки a1 = 1

ā
, то 1

d
= ā(min{b1, A1B1})−1 ≤

a(min{b1, A1B1})−1 ≡ a · α. Крiм того, можна вважати, що
A ≥ 1, тобто Ã0 =

1
ā
A1. Отже,

|x2kD2q
x Q(t, x)| ≤ c̃

(
L

ā

)2k

M2qb2kb2q exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
,

{k, q} ⊂ Z+,

де L = A1 exp{4γα}, M = B̃0 exp{4γα}. Iншi доданки в
(4.25) оцiнюються аналогiчним чином. В результатi прий-
демо до нерiвностi

|Bq
ν(x

2kQ(t, x))| ≤ c2

(
A2

ā

)2k

B2q
2 b2kb2q exp

{
− t

2
ln γ̃(ax)

}
≤

≤ c2

(
A2

ā

)2k

B2q
2 b2kb2q exp {−a0t|x|} ,

з деякими сталими c2, A2, B2, a0 > 0, не залежними вiд t.
Отже,

|σ2qBk
νG(t, σ)| = |

∞∫
0

Bq
ν(x

2kQ(t, x))jν(σx)x
2ν+1dx| ≤

≤ Aν

∞∫
0

|Bq
ν(x

2kQ(t, x))|x2ν+1dx| ≤ c3

(
A2

ā

)2k

×

×B2q
2 b2kb2q

∞∫
0

x2ν+1e−a0txdx =

= c4t
−2(ν+1)

(
A2

ā

)2k

B2q
2 b2kb2q;
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тут враховано, що |jν(σx)| ≤ Aν , Aν =
√
πΓ(ν + 1)/Γ(ν +

1/2), {σ, x} ⊂ R. Тодi

|Bk
νG(t, σ)| ≤ c4

(
A2

ā

)2k

b2k · t−2(ν+1) inf
q

b2q

(|σ|B−1
2 )2q

=

= c4t
−2(ν+1)

(
A2

ā

)2k

b2kγ(d0σ) = c4t
−2(ν+1)

(
A2

ā

)2k

b2k×

× exp {− ln γ̃(d0σ)} ,

де d0 = B−1
2 , сталi c4, A2, d0 > 0 не залежать вiд t. Таким

чином, правильним є таке твердження.

Лема 4.7. G(t, ·) ∈
◦
S
bn
bk

при кожному t ∈ (0, T ]. Функ-
цiя Bk

νG(t, x), задовольняє нерiвнiсть

∣∣Bk
νG(t, x)

∣∣ ≤ L0t
−2(ν+1)

(
A0

ā

)2k

b2k exp {− ln γ̃(d0x)} , k ∈ Z+,

сталi L0, A0, d0 > 0 не залежать вiд t.
Функцiя G(t, x) диференцiйовна по t на промiжку

(0, T ]. Справдi, оскiльки

G(t, x) = cν

+∞∫
0

Q(t, σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, (4.30)

то, формально диференцiюючи (4.30) пiд знаком iнтегра-
ла, дiстанемо функцiю Λ(t, σ) := φ(σ)Q(t, σ)jν(σx)σ

2ν+1.

Оскiльки φ – мультиплiкатор у просторi
◦
S
bn
bk

, то

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀σ ∈ R : |φ(σ)| ≤ cεe
ln γ̃(εσ).

Крiм того, з (4.23) випливає оцiнка

|Q(t, σ)| ≤ ce−t0 ln γ̃(aσ) ≤ ce− ln γ̃(āσ), σ ∈ [0,+∞),
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t ∈ [t0, T ] ⊂ (0, T ],

де ā = a{t0}, якщо t0 – нецiле i ā = a, якщо t0 – цiле. Отже,

|Λ(t, σ)| ≤ celn γ̃(εσ)−ln γ̃(āσ)σ2ν+1, σ ∈ [0,+∞),

t ∈ [t0, T ] ⊂ (0, T ].

Iз нерiвностi опуклостi для функцiї ln γ̃ випливає, що

ln γ̃(εσ)− ln γ̃(āσ) ≤ − ln γ̃((ā− ε)σ) = − ln γ̃(¯̄aσ),

¯̄a = ā− ε = ā/2 > 0,

якщо взяти ε = ā/2. Оскiльки

∃d > 0 ∀σ ∈ [0,+∞) : exp{−1

2
ln γ̃(āσ)}σ2ν+1 ≤ d,

то мажорантою для Λ(t, σ), t ∈ [t0, T ], σ ∈ [0,+∞), є iнте-
гровна функцiя exp{− t

2
ln γ̃(¯̄aσ)}. Отже, iнтеграл вiд по-

хiдної (за змiнною t) вiд пiдiнтегральної функцiї в (4.30)
збiгається рiвномiрно на довiльному промiжку [t0, T ] ⊂
(0, T ] i тому похiдну по t пiд знаком iнтеграла в (4.30)
можна застосовувати в кожнiй точцi t ∈ (0, T ].

Лема 4.8. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна
функцiя параметра t зi значеннями в просторi

◦
S
bn
bk

, ди-
ференцiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперевностi перетворення
Бесселя (прямого i оберненого) у просторах типу

◦
S випли-

ває, що для доведення леми досить встановити, що функ-
цiя FBν [G(t, ·)] = Q(t, ·), як абстрактна функцiя параметра
t iз значеннями в просторi FBν [

◦
S
bn
bk
] =

◦
S
bn
bk

, диференцiйов-
на по t. Iншими словами, потрiбно довести, що граничне
спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+∆t, σ)−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t→ 0,
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виконується в тому розумiннi, що
1) Ds

σΦ∆t(σ) −−−→
∆t→0

Ds
σ(φ(σ)Q(t, σ)), s ∈ Z+, рiвномiрно

на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;

2) |Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄sbse

− ln γ̃(āσ), s ∈ Z+, де сталi c̄, ā, b̄ >
0 не залежать вiд ∆t, якщо ∆t досить мале.

Функцiя Q(t, σ), (t, σ) ∈ (0, T ]×R, диференцiйовна по t
у звичайному розумiннi, тому, внаслiдок теореми Лагран-
жа про скiнченнi прирости,

Φ∆t(σ) = φ(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1, t+ θ∆t ≤ T.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C l
sD

l
σφ(σ)D

s−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)

i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)−

∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

s∑
l=0

C l
sD

l
σφ(σ)×

×
[
Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ)
]
.

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) = Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t,

0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (4.23) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t→ 0, ∆t→ 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Тодi i

Ds
σΦ∆t(σ) → Ds

σ(
∂

∂t
Q(t, σ))

при ∆t → 0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R.
Отже, умова 1) виконується.
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Оскiльки φ – мультиплiкатор у просторi
◦
S
bn
bk

, то

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = σ + iτ ∈ C : |φ(z)| ≤ cεe
ln γ̃(εσ)+ln ρ(ετ),

(4.31)
γ̃ = 1/γ = ρ.

Внаслiдок iнтегральної формули Кошi маємо, що

φ(n)(σ) =
n!

2πi

∫
ΓR

φ(z)

(z − σ)n+1
dz, n ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Тодi,
внаслiдок (4.31), прийдемо до нерiвностей

|φ(n)(σ)| ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|φ(z)| ≤ cε
n!

Rn
eln γ̃(ε(σ+R))+ln ρ(εR) ≤

≤ cεn! inf
R

ρ(εR)

Rn
eln γ̃(ε(σ+R)), σ ≥ 0.

При достатньо великих значеннях σ > 0 справджується
нерiвнiсть ε(σ +R) ≤ (ε+R)σ. Оскiльки функцiя ln γ̃ мо-
нотонно зростає для σ ≥ 0, то при цих же значеннях σ

ln γ̃(ε(σ + R)) ≤ ln γ̃((ε+R)σ).

Для всiх значень σ ≥ 0 справджується нерiвнiсть

ln γ̃(ε(σ +R)) ≤ ln γ̃((ε+R)σ) + cR.

Отже, для σ ≥ 0

eln γ̃(ε(σ+R)) ≤ c̃Re
ln γ̃((ε+R)σ).

Далi, при заданому ε > 0 вважатимемо, що R = ε. Тодi

|φ(n)(σ)| ≤ c̃εε
nn!ρne

ln γ̃(2εσ), n ∈ Z+. (4.32)
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Урахувавши (4.32) та оцiнки, якi задовольняють похiднi
функцiї Q(t, σ), знайдемо, що

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ ˜̃cε

s∑
l=0

C l
sε
lblb

s−l
1 bs−le

ln γ̃(2εσ)−(t+θ∆t) ln γ̃(aσ) ≤

≤ c̄B̄sbse
ln γ̃(2εσ)−t ln γ̃(aσ) ≤ c̄B̄sbse

ln γ̃(2εσ)−ln γ̃(āσ),

тут ā = a{t}, якщо t – нецiле, ā = a, якщо t – цiле, c̄ = ˜̃cε,
B̄ = 2max{ε, b1}; вважаємо, що t + θ∆t > 0. Вiзьмемо
ε = ā/4. Iз нерiвностi опуклостi для функцiї ln γ̃ випливає,
що

ln γ̃(2εσ)− ln γ̃(āσ) ≤ − ln γ̃((ā− 2ε)σ) ≡ − ln γ̃(¯̄aσ),

¯̄a = ā− 2ε = a/2 > 0.

Тодi
|Ds

σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄sbse
− ln γ̃(āσ), σ ≥ 0,

причому сталi c̄, B̄, ā > 0 не залежать вiд ∆t (для досить
малих значень ∆t). Випадок σ < 0 розглядається анало-
гiчно. Лема доведена.

Наслiдок 4.2. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
, ∀f ∈

( ◦
S
bn
bk

)′
, t ∈ (0, T ].

Доведення. Згiдно з означенням згортки узагальненої
функцiї з основою маємо, що

f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T ξxG(t, ξ)⟩ = ⟨fξ, T xξ G(t, ξ)⟩.

Тодi

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t
[(f ∗G)(t+∆t, x)− (f ∗G)(t, x)] =

= lim
∆t→0

⟨fξ,
1

∆t

[
T ξxG(t+∆t, x)− T ξxG(t, x)

]
⟩.
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Внаслiдок леми 8. граничне спiввiдношення

1

∆t

[
T ξxG(t+∆t, x)− T ξxG(t, x)

]
−−−→
∆t→0

∂

∂t
T ξxG(t, x)

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору
◦
S
bn
bk

,
тому

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = ⟨fξ, lim

∆t→0

1

∆t

[
T ξxG(t+∆t, x)− T ξxG(t, x)

]
⟩ =

= ⟨fξ,
∂

∂t
T ξxG(t, x)⟩ = ⟨fξ, T ξx

∂

∂t
G(t, x)⟩ = f ∗ ∂

∂t
G(t, x),

що й потрiбно було довести.

Лема 4.9. У просторi
◦
S
bn
bk

справджується граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ. (4.33)

Доведення. Скориставшись властивiстю неперервно-
стi перетворення Фур’є та функцiї G(t, ·), як абстрактної
функцiї параметра t iз значеннями в просторi

◦
S
bn
bk

, спiввiд-
ношення (4.33) замiнимо граничним спiввiдношенням

µ lim
t→+0

FBν [G(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

FBν [G(t, ·)] = FBν [δ] (4.34)

у просторi (
◦
S
bn
bk
)′. Урахувавши зображення функцiї G,

(4.34) подамо у виглядi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (4.35)
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Для доведення (4.35) вiзьмемо довiльну функцiю ψ ∈
◦
S
bn
bk

i, скориставшись теоремою про граничний перехiд пiд зна-
ком iнтеграла Лебега, знайдемо, що

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), ψ⟩ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

⟨Q(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ)dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)× ψ(σ)dσ =

=

∫
R

[µQ(0, σ)−
m∑
l=1

µlQ(tk, σ)]ψ(σ)dσ =

=

∫
R

 µ

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

×

×ψ(σ)dσ=
∫
R

µ−
m∑
l=1

µlQ1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
ψ(σ)dσ=

∫
R

ψ(σ)dσ = ⟨1, ψ⟩.

Звiдси випливає, що спiввiдношення (4.35) виконується
у просторi (

◦
S
bn
bk
)′. Отже, правильним є спiввiдношення

(4.33). Лема доведена.
Символом (

◦
S
bn
bk
, ∗)

′ позначатимемо клас узагальнених

функцiй з (
◦
S
bn
bk
)′, якi є згортувачами в просторi

◦
S
bn
bk

.
Наслiдок 4.3. Нехай ω(t, x) = f ∗ G(t, x), f ∈

(
◦
S
bn
bk
, ∗)

′, (t, x) ∈ ΠT . Тодi в просторi (
◦
S
bn
bk
)′ справджуєть-

ся граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f. (4.36)
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Доведення. Оскiльки f – згортувач у просторi
◦
S
bn
bk

, то

FBν [f ∗G(t, ·)] = FBν [f ] · FBν [G(t, ·)] = FBν [f ] ·Q(t, ·)

(при цьому FBν [f ] – мультиплiкатор у просторi
◦
S
bn
bk

).
Урахувавши цей факт та властивiсть неперервностi пе-
ретворення Бесселя, спiввiдношення (4.36) запишемо у
виглядi

µ lim
t→+0

FBν [ω(t, ·)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

FBν [ω(t, ·)] =

= FBν [f ](µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·)) = FBν [f ]

(вказане спiввiдношення розглядається в просторi (
◦
S
bn
bk
)′).

Врахувавши (4.35), прийдемо до (4.36). Твердження дове-
дено.

Функцiя ω(t, ·) є розв’язком рiвняння (4.14). Справдi,
оскiльки f – згортувач у просторi

◦
S
bn
bk

, то

Aφu(t, x)=F
−1
Bν

[φ(σ)FBν [f∗G(t, ·)]]=F−1
Bν

[φ(σ)FBν [f ]Q(t, σ)]=

= F−1
Bν

[
∂

∂t
Q(t, σ)FBν [f ]

]
= F−1

Bν

[
FBν

[
∂

∂t
G(t, ·)

]
· FBν [f ]

]
=

= F−1
Bν

[
FBν

[
f ∗ ∂G(t, ·)

∂t

]]
= f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
.

З iншого боку (див. наслiдок 4.2)

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
.

Звiдси випливає, що функцiя ω(t, ·) задовольняє (4.14) у
звичайному розумiннi.
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4.3. Коректна розв’язнiсть m-точкової задачi
З наслiдку 3. випливає, що для рiвняння (4.14) нело-

кальну m – точкову за часом задачу можна ставити так:
знайти розв’язок рiвняння (4.14), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′, (4.37)

де граничне спiввiдношення (4.37) розглядається в про-
сторi (

◦
S
bn
bk
)′ (обмеження на параметри µ, µ1, . . . , µm,

t1, . . . , tm такi ж, як у випадку задачi (4.14), (4.15)).
Iз доведеного ранiше випливає, що функцiя u(t, x) =

f ∗G(t, x), f ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′, є розв’язком рiвняння (4.14). Як-

що f = δ ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′, то f ∗ G(t, x) = G(t, x), тобто G(t, ·)
також є розв’язком рiвняння (4.14). Урахувавши цей факт,
а також спiввiдношення (4.33), функцiю G надалi назива-
тимемо фундаментальним розв’язком задачi (4.14), (4.37).

Теорема 4.3. Задача (4.14), (4.37) коректно розв’язна.
Розв’язок дається формулою u(t, x) = f ∗ G(t, x), (t, x) ∈
ΠT , u(t, ·) ∈

◦
S
bn
bk

при кожному t ∈ (0, T ].
Доведення. Функцiя f ∗ G(t, x), задовольняє рiвнян-

ня (4.14). Розв’язок u(t, x) неперервно залежить вiд функ-
цiї f в умовi (4.37) в тому розумiннi, що якщо {f, fn, n ≥
1} ⊂ (

◦
S
bn
bk
, ∗)

′ i fn → f при n → ∞ в просторi (
◦
S
bn
bk
)′,

то un(t, ·) = fn ∗ G(t, ·) → u(t, ·) = f ∗ G(t, ·) при n → ∞
в просторi (

◦
S
bn
bk
)′. Ця властивiсть випливає з властивостi

неперервностi згортки.
Залишається переконатися в тому, що задача (4.14),

(4.37) має єдиний розв’язок. Для цього розглянемо задачу
Кошi

∂v

∂t
+ A∗

φv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R, 0 ≤ t < t0 ≤ T, (4.38)
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v(t, ·)|t=t0 = g, g ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′, (4.39)

де A∗
φ – звуження спряженого оператора до оператора A

на простiр
◦
S
bn
bk

⊂ (
◦
S
bn
bk
)′. Умову (4.39) розумiємо в слабко-

му сенсi. Задача Кошi (4.38), (4.39) розв’язна, при цьому
v(t, ·) ∈

◦
S
bn
bk

при кожному t ∈ [0, t0).

Нехай Qt
t0
: (

◦
S
bn
bk
, ∗)

′ →
◦
S
bn
bk

– оператор, який зiставляє

функцiоналу g ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′ розв’язок задачi (4.38), (4.39).
Оператор Qt

t0
– є лiнiйним i неперервним, вiн визначений

для довiльних t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 ≤ T i володiє
властивостями:

∀g ∈ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′ :
dQt

t0
g

dt
+ A∗

φQ
t
t0
g = 0, lim

t→t0
Qt
t0
g = g

(границя розглядається в просторi (
◦
S
bn
bk
)′).

Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ ΠT , задачi (4.14),
(4.37), який розумiтимемо як регулярний функцiонал з
простору (

◦
S
bn
bk
, ∗)

′ ⊃
◦
S
bn
bk

. Доведемо, що задача (4.14),
(4.37) може мати лише єдиний розв’язок у просторi
(
◦
S
bn
bk
, ∗)

′. Для цього досить довести, що єдиним розв’язком
рiвняння (4.14) при нульовiй граничнiй умовi (4.37) може
бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0 (при кожному t ∈ (0, T ]).
Застосуємо функцiонал u до функцiї Qt

t0
g ∈

◦
S
bn
bk

, де g –

довiльно фiксований елемент з простору
◦
S
bn
bk

⊂ (
◦
S
bn
bk
, ∗)

′.
Диференцiюючи по t i використовуючи рiвняння (4.14),
(4.38), знайдемо, що

∂

∂t
⟨u,Qt

t0
g⟩ = ⟨∂u

∂t
,Qt

t0
g⟩+ ⟨u,

∂Qt
t0
g

∂t
⟩ = ⟨Aφu,Qt

t0
g⟩−

−⟨u,A∗
φQ

t
t0
g⟩ = ⟨Aφu,Qt

t0
g⟩ − ⟨Aφu,Qt

t0
g⟩ = 0, t ∈ [0, t0).
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Звiдси випливає, що ⟨u(t, ·), Qt
t0
g⟩ є сталою величиною.

Iз властивостей абстрактних функцiй випливає спiввiдно-
шення

lim
t→t0

⟨u(t, ·), Qt
t0
g⟩ = ⟨u(t0, ·), g⟩ = const ≡ c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0, T ]. Отже, якщо в (4.37) f = 0, то

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), g⟩−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨u(t, ·), g⟩ = c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, ⟨u(t0, ·), g⟩ = 0 для довiльного
g ∈

◦
S
bn
bk

, тобто u(t0, x) – нульовий функцiонал з простору

(
◦
S
bn
bk
, ∗)

′. Оскiльки t0 ∈ (0, T ] i t0 вибране довiльним чином,
то u(t, x) = 0 для всiх t ∈ (0, T ]. Теорема доведена.

Як приклад, розглянемо рiвняння (4.14) з оператором
Aφ, побудованим за функцiєю φ(x) = −x2, x ∈ R. У цьому
випадку

Aφ = Bν =
d2u

dx2
+ (2ν + 1)−1x−1 d

dx
, ν > −1/2,

а рiвняння (4.14) – це рiвняння з оператором Бесселя

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+

2ν + 1

x

∂u

∂x
, ν > −1

2
, (t, x) ∈ ΠT . (4.40)

Функцiя φ(x) = −x2 є елементом класу
◦
P

1/2
1/2 ≡

◦
P nn/2

kk/2
≡

◦
P bn

bk
. Справдi, e−x2 ∈

◦
S
1/2
1/2, оскiльки

|e−z2 | = |e−(x+iy)2 | = e−x
2+y2 , z = x+ iy ∈ C. (4.41)

Iз характеристики просторiв
◦
Sβα та (4.41) випливає, що

e−x
2 ∈

◦
Sβα, де α = 1

2
, 1

1−β = 2, тобто β = 1
2
. Крiм того,

функцiя −x2, x ∈ R, – мультиплiкатор у просторi
◦
S
1/2
1/2.
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Стала c0 в нерiвностi (4.19) у даному випадку рiвна оди-
ницi, тобто умова c0 ≤ m, m ∈ N, виконується. Внаслiдок
наведеної теореми, нелокальна m-точкова за часом задача
для рiвняння (4.40) коректно розв’язна, якщо f ∈ (

◦
S
1/2
1/2,∗ )

′,
при цьому u(t, x) = f ∗G(t, x), де

G(t, x) = 2−νΓ−1(ν + 1)
∞∑
r=0

1

µ(r+1)

∑
r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!
×

×(2λ(t, r))−(ν+1) exp{−x2/(4λ(t, r))},
де λ(t, r) = t1r1 + · · · + tmrm + t. Зокрема, якщо f = δ ∈
(
◦
S
1/2
1/2,∗ )

′, m = 1, t1 = T (випадок двоточкової задачi), то

u(t, x) = G(t, x) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)
∞∑
r=0

(
µ1

µ

)r
×

× 1

(t+ rT )ν+1
exp

{
−x2

4(t+ rT )

}
.

4.4. Про одну властивiсть нелокальної за
часом задачi для сингулярних
параболiчних рiвнянь

Iз властивостей фундаментального розв’язку нелокаль-
ної багатоточкової за часом задачi (4.14), (4.37) випливає,
що розв’язок u(t, x) такої задачi як функцiя аргумента
t при деяких значеннях аргумента x може бути необме-
женою функцiєю: lim

t→t0
u(t, x) = +∞ (див. приклад далi).

Природно постає задача: видiлити клас X ′ узагальнених
функцiй (початкових функцiй) та множину M ⊂ R змiни
аргумента x такi, що sup

t∈[0,T ]
|u(t, x)| ≤ c, c = c(M) > 0. У

цьому пiдроздiлi знайдемо клас параболiчних сингулярних
рiвнянь та клас фiнiтних узагальнених функцiй, для яких
поставлена задача має позитивне рiшення.
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Розглянемо рiвняння

∂u(t, x)

dt
= (−1)b−1

(
∂2

∂x2
+

2ν + 1

x

∂

∂x

)b
u(t, x), (4.42)

(t, x) ∈ (0, T ]× R+,

де b ∈ N, ν ∈ {3/2, 5/2, 7/2, ...} – фiксованi параметри.
Для (4.42) поставимо задачу: знайти розв’язок рiвняння
(4.42), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (
◦
S
β
α)

′, (4.43)

де m ∈ N, {µ, µ1, ..., µm} ⊂ (0, T ], {t1, ..., tm} ⊂ (0, T ] –

фiксованi числа, причому µ > m
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < . . . <

tm ≤ T . Спiввiдношення (4.43) розглядається в просторi
(
◦
Sβα)

′, тобто (4.43) трактується в тому сенсi, що

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩ −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨u(t, ·), ψ⟩ = ⟨f, ψ⟩, ∀ψ ∈ (
◦
S
β
α)

′

(конкретнi значення параметрiв α, β > 0 вкажемо пiзнi-
ше).

Символом оператора Aφ = (−1)b−1Bb
ν в (4.42) є функцiя

φ(σ) = −σ2b, σ ∈ R. Iз результатiв, наведених в роздiлах 3
та 4, випливає, що задача (4.42), (4.43) коректно розв’язна
(у вказаному сенсi) за умови, що узагальнена функцiя f є
елементом простору (

◦
S
1/p
1−1/p, ∗), розв’язок дається форму-

лою
u(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T xξ G(t, ξ)⟩,

де

G(t, ξ) = F−1
Bν

[Q(t, σ)](ξ), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),
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Q1(t, σ) = exp{−tσ2b}, Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b}

)−1

,

σ ∈ R, Q(t, ·) ∈
◦
S
1−1/p
1/p , G(t, ·) ∈

◦
S
1/p
1−1/p, p = 2b. Безпосе-

редньо переконуємося в тому, що для функцiї Q1(t, σ) та
її похiдних (за змiнною σ) справджуються оцiнки

|Dq
σQ1(t, σ)| ≤ cBqt1/(2b−1)qq(1−1/(2b)) exp{−tσ2b}, (4.44)

q ∈ Z+, t ∈ (0, 1),

де сталi c, B, > 0 не залежать вiд t. Оцiнимо похiднi функ-
цiї Q2(σ).

Оскiльки µ >
m∑
k=1

µk, то

1

µ

m∑
k=1

µk exp{−tσ2b} ≤ 1

µ

m∑
k=1

µk < 1.

Скориставшись полiномiальною формулою, знайдемо, що

Q2(σ) =
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b}

)r

=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!

(
µ1 exp{−t1σ2b}

)r1 · · · ×
×
(
µr exp{−tmσ2b}

)rm
=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µ

rm
m exp{−ωσ2b},

де ω = t1r1 + · · ·+ tmrm. Тодi

Dq
σQ2(σ) =

∞∑
r=1

µ−(r+1)
∑

r1+...rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µ

rm
m Dq

σe
−ωσ2b

.
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З урахуванням (4.44) маємо, що

|Dq
σe

−ωσ2b| ≤ c1B
q
1q
q(1−1/(2b))e−ωσ

2b

, c1, B1 > 0.

Зауважимо, що ω < tmr, ω > t1r. Оскiльки 0 < t1 < 1, а
r ≥ 1, то ω > t1. Отже, правильною є нерiвнiсть

|Dq
σe

−ωσ2b| ≤ c1B
q
2q
q(1−1/(2b))rq exp{−t1σ2b},

q ∈ N, B2 = B1t
1/(2b)
m .

Тодi

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c1µ

−1Bq
2q
q(1−1/(2b))

∞∑
r=1

µ−rµr0r
q×

×
∑

r1+...rm=r

r!

r1! . . . rm!
exp{−t1σ2b},

де µ0 = max{µ1, ..., µm}. Скориставшись формулою∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr,

знайдемо, що

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c1µ

−1Bq
2q
q(1−1/(2b))

∞∑
r=1

µ−rµr0r
q exp{−t1σ2b}.

Оскiльки µ̃ = µ−1µ0m < 1, то звiдси випливає збiжнiсть

ряду
∞∑
r=1

µ̃rrq = α < +∞. Отже,

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c2B

q
2q
q(1−1/(2b)) exp{−t1σ2b}, c2 = c1µ

−1α, q ∈ N.
(4.45)

Зауважимо, що сама функцiя Q2 є обмеженою на R :

|Q2(σ)| = Q2(σ) ≤ (µ−
m∑
k=1

µk)
−1.
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Iз оцiнок (4.45) та обмеженостi функцiї Q2 на R випливає,
що Q2 – мультиплiкатор у просторi

◦
S
1−1/(2b)
1/(2b) .

Введемо позначення: ν = n+1/2, n ∈ N, i скористаємося
зображенням бесселевих функцiй пiвцiлого порядку:

Jn+1/2(x) =

√
2

πx

{
sin(x− nπ

2
)Pn(

1

x
) + cos(x− nπ

2
)Qn(

1

x
)

}
,

x > 0,

де Pn( 1x) – многочлен степеня n вiдносно 1
x
, Qn(

1
x
) – мно-

гочлен степеня n − 1; при цьому Pn(0) = 1, Qn(0) = 0.
Наприклад,

J3/2(x) =

√
2

πx

{
sin(x− π

2
) +

1

x
cos(x− π

2
)

}
,

J5/2(x) =

√
2

πx
{(1− 3

x2
) sin(x− π) +

3

x
cos(x− π)}.

Оскiльки нормована функцiя Бесселя jν пов’язана з
функцiєю Бесселя Jν формулою (див. [296]) jν(x) =
2νΓ(ν+1/2)

xν
Jν(x), x > 0, то маємо таке зображення функцiї

jn+1/2:

jn+1/2(x) =
αn

xn+1/2
{sin(x− nπ

2
)Pn(

1

x
) + cos(x− nπ

2
)Qn(

1

x
)},

n ∈ N, x > 0.

Нехай Pn( 1x) =
n∑
k=0

bk
xk

, Qn(
1
x
) =

n−1∑
k=1

dk
xk
, x > 0,

G̃2s(t, x) = F−1
Bν

[σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)] =

= cν

∞∫
0

σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ =
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= c̃ν

+∞∫
−∞

σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, c̃ν =

1

2
cν ,

s ∈ Z – фiксоване. Урахувавши вигляд нормованої функцiї
Бесселя jν , ν ∈ {3/2, 5/2, ...}, знайдемо, що

G̃2s(t, x) = Ψ1(t, x) + Ψ2(t, x), x ̸= 0,

де

Ψ1(t, x) = α̃n

n∑
k=0

bk
xn+k+1

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σ
n−k+1+2s×

× sin(xσ − nπ

2
)dσ, x ̸= 0,

Ψ2(t, x) = α̃n

n−1∑
k=1

dk
xn+k+1

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σ
n−k+1+2s×

× cos(xσ − nπ

2
)dσ, x ̸= 0,

Ψ1(t, x) = α̃n

n∑
k=0

bk
xn+k+1

I1,k(t, x),

I1,k(t, x) =

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σ
n−k+1+2s sin(xσ−nπ

2
)dσ, x ̸= 0,

Ψ2(t, x) = α̃n

n−1∑
k=1

dk
xn+k+1

I2,k(t, x),

I2,k(t, x) =

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σ
n−k+1+2s cos(xσ−nπ

2
)dσ, x ̸= 0.

182



Оцiнимо I1,k(t, x), x ̸= 0, зiнтегрувавши частинами q разiв
вiдповiдний iнтеграл, де q = n − k + 2 + 2s + p, p ∈ N –
довiльно фiксований параметр. У результатi прийдемо до
нерiвностей

|I1,k(t, x)| ≤
1

|x|q

+∞∫
−∞

|Dq
σ(Q1(t, σ)Q2(σ)σ

n−k+1+2s)|dσ ≤

≤ 1

|x|q
[

+∞∫
−∞

|Dq
σQ1(t, σ)||Q2(σ)σ

n−k+1+2s|dσ + ...+

+C l
q

+∞∫
−∞

|Dq−l
σ Q1(t, σ)||Dl

σQ2(σ)σ
n−k+1+2s|dσ + ...+

+

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)| · |Dq
σQ2(σ)σ

n−k+1+2s|dσ].

Зауважимо, що позаiнтегральнi доданки рiвнi нулевi,
оскiльки функцiя Q1(t, σ) та всi її похiднi (за змiнною σ)
прямують до нуля при x → ±∞ (див. (4.44)). Cкористав-
шись ще один раз формулою диференцiювання добутку
двох функцiй та оцiнками (4.45), прийдемо до нерiвностi

|Dl
σ(Q2(σ)σ

n−k+1+2s)| ≤
l∑

ν=0

Cν
l |Dν

σQ2(σ)||Dl−ν
σ σn−k+1+2s| =

= Q2(σ)|Dl
σσ

n−k+1+2s|+
l∑

ν=1

Cν
l |Dν

σQ2(σ)||Dl−ν
σ σn−k+1+2s| ≤

≤ Q2(σ)|Dl
σσ

n−k+1+2s|+c2
l∑

ν=1

Cν
l B

ν
2ν

ν(1−1/(2b))(n+1+2s)l−ν ·
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· sup
|σ|

(
|σ|n−k+1+2s exp

{
−t1

2
|σ|2b

})
exp

{
−t1

2
|σ|2b

}
.

Зауважимо, що

sup
|σ|

(
|σ|n−k+1+2s exp

{
−t1

2
|σ|2b

})
≤

≤ Bn+1+2s
3 (n+ 1 + 2s)(n+1+2s)/(2b) ≤

≤ B4B5s
2s/(2b), B4 = B4(n) > 0, B5 = B5(n) > 0.

Отже,

|Dl
σ(Q2(σ)σ

n−k+1+2s)| ≤ (µ−
m∑
k=1

µk)
−1|Dl

σσ
n−k+1+2s)|+

+L1B
s
5s

2s/(2b)Ll2l
l(1−1/(2b)) exp{−t1

2
|σ|2b}, (4.46)

де L1, B5, L2 – додатнi сталi. Для проведення подальших
дослiджень оцiнимо iнтеграл вигляду

∞∫
0

σje−tσ
2b

dσ =

∞∫
0

σje−
t
2
σ2b

e−
t
2
σ2b

dσ.

Зауважимо, що σj ≤ j!eσ, σ ≥ 0; σ ≤ εσ2b + c1 для довiль-
ного ε > 0 i c1 > 1. Тодi

σje−
t
2
σ2b ≤ j!ec1eεσ

2b

e−
t
2
σ2b

= j!ec1e−
t
4
σ2b

,

якщо покласти ε = t/2. Далi скористаємося формулою

e−
t
4
σ2b

= −
+∞∫
σ

(e−
t
4
y2b)′ydy =

tb

2

+∞∫
σ

y2b−1e−
t
4
y2bdy ≤

≤ tb

2

+∞∫
0

y2b−1e−
t
4
σ2b

dy.
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Маємо, що

y2b−1e−
t
4
y2b ≤ (2b− 1)!eye−

t
4
y2b ≤ (2b− 1)!ec1eεy

2b− t
4
y2b =

= (2b− 1)!ec1e−
t
8
y2b ,

якщо покласти ε = t/8. Тодi

σje−
t
2
σ2b ≤ j!ec1

tb

2
(2b− 1)!ec1

∞∫
0

e−
t
8
y2bdy

t1/(2b)y=z
=======

=
(2b)!

4
j!e2c1tt−1/(2b)

∞∫
0

exp{−1

8
z2b}dz = αt1−1/(2b).

Отже,
∞∫
0

σje−tσ
2b

dσ ≤ αt1−1/(2b)

∞∫
0

e−
t
2
σ2b

dσ =

= α1t
1−1/(2b)t−1/(2b) = α1t

1−1/(2b) ≤ α1 (4.47)
для t ∈ (0, 1) (1− 1/(2b) ≥ 0, оскiльки b ≥ 1). З урахуван-
ням (4.44), (4.46), (4.47) прийдемо до нерiвностей

+∞∫
−∞

|Dq−l
σ Q1(t, σ)| · |Dl

σ(Q2(σ)σ
n−k+1+2s)|dσ ≤

≤ α0L3t
1−1/(2b)Bs

5s
2s/(2b)Bq

6q
q(1−1/(2b))

+∞∫
−∞

exp{−t
2
1

2
|σ|2b}dσ ≤

≤ α1B
s
5s

2s/(2b)Bq
6q
q(1−1/(2b))t1−1/(2b), 1 ≤ l ≤ q, t ∈ (0, 1).

Окремо оцiнимо iнтеграл

I :=

+∞∫
−∞

|Dq
σQ1(t, σ)||Q2(σ)σ

n−k+1+2s|dσ,
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оскiльки в цьому випадку Q2(σ) є лише обмеженою на R
функцiєю. Для цього в оцiнках (4.44) похiдних функцiї
Q1(t, σ) врахуємо множник tq/(2b), оскiльки тут q ≥ 1. Тодi

I ≤ c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

tq/(2b)qq(1−1/(2b))×

×
+∞∫

−∞

|σ|n−k+1+2s exp{−t|σ|2b} t1/(2b)σ=y
========

= c̃Bqtq/(2b)qq(1−1/(2b))t−1/(2b)t−(n−k+1+2s)/(2b)×

×
+∞∫

−∞

|y|n−k+1+2s exp{−|y|2b}dy.

Нагадаємо, що q = n − k + 2 + 2s + p, p ∈ N, тому
tq/(2b)t−(n−k+2+2s)/(2b) = tp/(2b) ≤ 1, t ∈ (0, 1). Крiм того,

Λ :=

+∞∫
−∞

|y|n−k+1+2s exp{−|y|2b}dy ≤

≤ 2 sup
y≥0

(
yn−k+1+2s exp

{
−1

2
y2b
}) +∞∫

0

×

× exp

{
−1

2
y2b
}
dy.

Урахувавши спiввiдношення

sup
y≥0

(
ym exp

{
−1

2
y2b
})

≤ (
2m

b
)m/(2b)e−m/b,

m = n− k + 1 + 2s ≤ n+ 1 + 2s,
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знайдемо, що Λ ≤ F1F
s
2 s

2s/(2b), де F1 = F1(n) > 0, F2 =
F2(n) > 0. Тодi I ≤ F̃1F̃

s
2 s

2s/(2b)F q
3 q

q(1−1/(2b)). Урахувавши
всi цi нерiвностi, прийдемо до оцiнки

|I1,k(t, x)| ≤ β1|x|−qβs2β
q
3s

2s/(2b)qq(1−1/(2b)), t ∈ (0, 1), x ̸= 0,
(4.48)

q = n−k+2+2s+p, p ∈ N – довiльно фiксоване. Нерiвнiстю
(4.48) скористаємося при оцiнюваннi |Ψ1(t, x)| :

|Ψ1(t, x)| ≤ β̃1|x|−2(ν+1)−2s−pβ̃s2β̃
p
3s

2s/(2b)s2s/(1−1/(2b))pp(1−1/(2b)) =

= β̃1|x|−2(ν+1)−2s−pβ̃s2β̃
p
3s

2spp(1−1/(2b)), t ∈ (0, 1), x ̸= 0.

Функцiя Ψ2(t, x), x ̸= 0, оцiнюється аналогiчно. Пiдсумує-
мо отриманi результати у виглядi наступного твердження.

Лема 4.10. Функцiя G̃2s(t, x), x ̸= 0, t ∈ (0, 1), задо-
вольняє нерiвнiсть

|G̃2s(t, x)| ≤M1|x|−2(ν+1)−2s−pM s
1M

p
2 s

2spp(1−1/(2b)), s ∈ Z+

(4.49)
де сталi M1,M2,M3 > 0 не залежать вiд t, p ∈ N – до-
вiльно фiксований параметр.

Наслiдок 4.4. Якщо |x− ξ| ≥ a0 > 0, x ≥ 0, ξ ≥ 0, то
правильними є оцiнки

|Bs
ν,ξT

x
ξ G(t, ξ)| ≤ L0|x− ξ|−2(ν+1)−2s−pLs1L

p
2s

2spp(1−1/(2b)),
(4.50)

t ∈ (0, 1), s ∈ Z+, де сталi L0, L1, L2 > 0 не залежать вiд
t, p ∈ N – довiльно фiксований параметр.

Доведення. Згiдно з властивостями операторiв Бессе-
ля та узагальненого зсуву маємо

Bs
ν,ξT

x
ξ FBν [φ](ξ) = T xξ (

∞∫
0

φ(σ)(−σ2)sjν(σξ)σ
2ν+1dσ) =

= (−1)sT xξ FBν [σ
2sφ(σ)](ξ).
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Тодi
Bs
ν,ξT

x
ξ G(t, ξ) = (−1)sT xξ F

−1
Bν

[σ2sQ(t, σ)] =

= (−1)sT xξ G̃2s(t, ξ), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ).

Зауважимо, що

T xξ G̃2s(t, ξ) = cνT
x
ξ (

∞∫
0

σ2sQ(t, σ)jν(σξ)σ
2ν+1dσ) =

= cνbν

π∫
0

(

∞∫
0

σ2sQ(t, σ)jν(σ
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)σ2ν+1dσ)×

× sin2ν ωdω.

Оцiнку iнтеграла

∞∫
0

σ2sQ(t, σ)jν(σ
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)σ2ν+1dσ

здiйснюємо за схемою оцiнювання функцiї
F−1
Bν

[σ2sQ(t, σ)] = G̃2s(t, ξ), ξ ̸= 0. Урахувавши (4.49), а
також нерiвнiсть

√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω ≥ |x − ξ|, x ≥ 0,

ξ ≥ 0, ω ∈ [0, π], прийдемо до оцiнки (4.50).
Зауваження 4.3. Якщо парна нескiнченно диферен-

цiйовна на R функцiя задовольняє умову

∃ c, A,B > 0 ∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kφ(2q)(x)| ≤ cAkBqk2kαq2qβ (А)

(сталi c, A,B > 0 залежать вiд функцiї φ), то

∃ c1, A1, B1 > 0 ∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kBq
νφ(x)| ≤ c1A

k
1B

q
1k

2kαq2qβ (Б)
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i навпаки. Отже, кожна функцiя φ ∈
◦
Sβα задовольняє

умову (А) та умову (Б).
Iз наслiдку 4.4 та умов (А), (Б) випливає, що правиль-

ною є нерiвнiсть

|D2s
ξ T

x
ξ G(t, ξ)| ≤ L̃0|x− ξ|−2(ν+1)−2s−pL̃s1L̃

p
2s

2spp(1−1/(2b))

(4.51)
з деякими сталими L̃0, L̃1, L̃2 > 0, не залежними вiд t,
якщо |x − ξ| ≥ a0 > 0, де p ∈ N – довiльно фiксований
параметр.

Нехай узагальнена функцiя f в умовi (4.43) є елементом
простору (

◦
S
β
1−1/(2b))

′ ⊂ (S
1/(2b)
1−1/(2b))

′, β > 1. Оскiльки в основ-
ному просторi Sβ1−1/(2b) при β > 1 є фiнiтнi функцiї [22], то
в просторi (Sβ1−1/(2b))

′, β > 1, є фiнiтнi узагальненi функцiї,
тобто функцiї, носiями яких є обмеженi множини. Зазна-
чимо, що кожна фiнiтна узагальнена функцiя є згортува-
чем у просторi

◦
S
β
1−1/(2b), β > 1. Ця властивiсть випливає iз

загального результату, який вiдноситься до теорiї доско-
налих просторiв (див. [22]): якщо Φ – досконалий простiр
iз диференцiйовною операцiєю зсуву, то кожний фiнiтний
функцiонал є згортувачем у просторi Φ. Вiдповiдно, як-
що

◦
Φ – досконалий простiр, який складається з парних

нескiнченно диференцiйовних на R функцiй з диференцiй-
овною операцiєю узагальненого зсуву аргумента, то кожна
фiнiтна узагальнена функцiя з простору (

◦
Φ)′ є згортува-

чем у просторi
◦
Φ. Фiнiтнi узагальненi функцiї утворюють

досить широкий клас; зокрема, кожна обмежена замкне-
на множина F ⊂ R є носiєм деякої узагальненої фiнiтної
функцiї.

Теорема 4.4. Нехай u(t, x) – розв’язок задачi (4.42),
(4.43) з функцiєю f в умовi (4.43), яка є елементом про-
стору (

◦
S
β
1−1/(2b))

′ ⊂ (S
1/(2b)
1−1/(2b))

′, β > 1, suppf – обмежена
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множина в R, [c, d] ∩ suppf = ∅. Тодi

∃α > 0 : sup
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α, α = α(c, d), x ∈ [c, d].

Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂ (a, b), (a, b)∩supp f =

∅. Розглянемо функцiю ψ ∈
◦
S
β
1−1/(2b) таку, що ψ(x) = 1 для

x ∈ [a1, b1], supp ψ ⊂ (a, b). Така функцiя iснує, оскiльки
простiр

◦
S
β
1−1/(2b) мiстить фiнiтнi функцiї при β > 1. Функ-

цiї ψ(ξ)T xξ G(t, ξ), (1 − ψ(ξ))T xξ G(t, ξ), як функцiї ξ, є еле-

ментами простору
◦
S
β
1−1/(2b) при кожному t ∈ (0, T ] i x ∈ R,

тому правильним є спiввiдношення

u(t, x) = ⟨fξ, ψ(ξ)T xξ G(t, ξ)⟩+ ⟨fξ, η(ξ)T xξ G(t, ξ)⟩,
де η = 1 − ψ. Перший доданок у цiй рiвностi рiвний
нулю, оскiльки supp f ∩ supp (ψ(ξ)T xξ G(t, ξ)) = ∅. Отже,

u(t, x) = ⟨fξ, η(ξ)T xξ G(t, ξ)⟩. Оскiльки f ∈ (
◦
S
β
1−1/(2b))

′ =∩
A,B>0

(
◦
S
β,B
1−1/(2b),A)

′ i в просторi
◦
S
β
1−1/(2b) виконується перша

аксiома злiченностi [22], то функцiонал f є неперервним
тодi й лише тодi, коли вiн обмежений на кожнiй обме-
женiй множинi з простору

◦
S
β
1−1/(2b). Отже, для доведен-

ня теореми досить показати, що сiм’я функцiй Φt,x(ξ) =

η(ξ)T xξ G(t, x) обмежена в просторi
◦
S
β
1−1/(2b) рiвномiрно по

t, для досить малих значень t, i x ∈ [c, d], тобто, що

|ξ2kD2s
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cAkBsk2k(1−1/(2b))s2βs, {k, s} ⊂ Z+, ξ ∈ R,

(4.52)
де сталi c, A, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ, якi змiнюються
вказаним способом. Оскiльки Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ [a1, b1],
то оцiнку (4.52) досить встановити для ξ ∈ R \ [a1, b1].

Функцiя ψ є елементом простору
◦
S
β
1−1/(2b). Отже,

|ξ2kD2s
ξ ψ(ξ)| ≤ c1A

k
1B

s
1k

2k(1−1/(2b))s2βs, ξ ∈ R, {k, s} ⊂ Z+.
(4.53)
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Скориставшись формулою диференцiювання добутку двох
функцiй, знайдемо, що

|ξ2kD2s
ξ Φt,x(ξ)| = |ξ2k

2s∑
l=0

C l
2sD

l
ξη(ξ)D

2s−l
ξ T xξ G(t, ξ)| ≤

≤ Ψ1
t,x(ξ) + Ψ2

t,x(ξ),

де

Ψ1
t,x(ξ) =

2s∑
l=0

C l
2s|ξ2kDl

ξψ(ξ)| · |D2s−l
ξ T xξ G(t, ξ)|,

Ψ2
t,x(ξ) = |ξ2kD2s

ξ T
x
ξ G(t, ξ)|.

Оскiльки
◦
S
β
1−1/(2b) ⊂ Sβ1−1/(2b), то для функцiї ψ ∈

◦
S
β
1−1/(2b)

справджуються нерiвностi

|Dl
ξψ(x)| ≤ c2B

l
2l
lβ exp{−a|ξ|2b/(2b−1)}, l ∈ Z+,

з деякими додатними сталими c2, B2, a > 0. Тодi

|ξ2kDl
ξψ(ξ)| ≤ c2B

l
2l
lβ sup

|ξ|
{|ξ|2k exp{−a|ξ|2b/(2b−1)} ≤

≤ c3B
l
2l
lβAk2k

2k(1−1/(2b)) ≤ c3B
l
2l

2lβAk2k
2k(1−1/(2b)).

Оцiнимо Ψ1
t,x(ξ), скориставшись нерiвностями (4.53) та

нерiвностями (4.51), в яких покладемо p = 1; врахуємо
також те, що |x− ξ| ≥ a0 > 0, де a0 = min{c− a1, b1 − a}.
Отже,

Ψ1
t,x(ξ) ≤ c3L̃0L̃2a

−2(ν+1)−1
0 Ak2k

2k(1−1/(2b))×

×
2s∑
l=0

C l
2sB

l
2l

2βla
−2(s−l)
0 L̃s−l1 (s− l)2(s−l) ≤

≤ L̃Ak2A
s
3k

2k(1−1/(2b))s2βs, (4.54)
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де L̃ = c3L̃0L̃2a
−2(ν+1)−1
0 , A3 = 2max{B2, L̃1a

−2
0 }, сталi

L̃, A2, A3 > 0 не залежать вiд t, x, ξ.
При оцiнцi Ψ2

t,x(ξ) врахуємо те, що

∃d > 0∀x ∈ [c, d] ∀ξ ∈ R \ [a1, b1] : |ξ|/|x− ξ| ≤ d.

Поклавши в (4.51) p = 2k, прийдемо до нерiвностей

Ψ2
t,x ≤ L̃1|ξ|2k|x− ξ|−2(ν+1)−2s−2kL̃s1L̃

k
2s

2sk2k(1−1/(2b)) ≤

L̃1a
−2(ν+1)
0 a−2s

0 d2kL̃s1L̃
k
2s

2sk2k(1−1/(2b)) ≤ ˜̃L1A
k
4A

s
5k

2k(1−1/(2b))s2s ≤

≤ ˜̃L1A
k
4A

s
5k

2k(1−1/(2b))s2βs, (4.55)

де ˜̃L = L̃1a
−2(ν+1)
0 , A4 = d2L̃2, A5 = a−2

0 L̃1, сталi ˜̃L,A4, A5 >
0 не залежать вiд t, x, ξ, якi змiнюються вказаним спосо-
бом. З нерiвностей (4.54), (4.55) випливає нерiвнiсть (4.52).
Теорема доведена.

Як приклад, розглянемо двоточкову задачу (4.42),
(4.43) (m = 1, µ > µ1, t1 = T ) для рiвняння (4.42) з па-
раметром b = 1 та f = δ (δ – дельта-функцiя Дiрака) в
умовi (4.43). Розв’язок u(t, x) такої задачi дається форму-
лою

u(t, x) = δ∗G(t, x) = G(t, x) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν+1)[t−(ν+1)×

× exp{−x
2

4t
}+

∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r

1

(t+ rT )ν+1
exp{− x2

4(t+ rT )
}.

Тодi

u(t, 0) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν+1)
[
t−(ν+1)+

∞∑
r=1

(µ1

µ

)r 1

(t+ rT )ν+1

]
.

Звiдси дiстаємо, що u(t, 0) → +∞ при t → +0. Оскiльки
supp δ = {0} (δ-функцiя – фiнiтний функцiонал), то, вна-
слiдок доведеної теореми, наприклад, для всiх x ∈ [c, d] ⊂
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[a1, b1] ⊂ (0, b), знайдеться стала α = α(c, d) > 0 така,
що справджується нерiвнiсть sup

t∈[0,T ]
|u(t, x)| ≤ α. У дано-

му випадку в цьому можна переконатися безпосередньо,
оскiльки

sup
t∈[0,T ]

(t−(ν+1) exp{−x
2

4t
}) ≤ sup

t∈[0,T ]
(t−(ν+1) exp{−c

2

4t
}) ≤

≤ (
4(ν + 1)

c2
)ν+1, x ≥ c

(тут враховано, що lim
t→+0

t−(ν+1) exp{− c2

4t
} = 0). Отже, для

всiх x ∈ [c, d] справджується нерiвнiсть sup
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α,

де

α = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν+1)
((4(ν + 1)

c2

)ν+1

+
1

T ν+1

∞∑
r=1

(µ1

µ

)r)
=

= 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)
((4(ν + 1)

c2

)ν+1

+
µ1

T ν+1(µ− µ1)

)
.

У даному випадку отриманий результат можна сформулю-
вати ще й так: для довiльно фiксованого ε > 0 знайдеться
стала α = α(ε) > 0 така, що sup

t∈[0,T ]
|u(t, x)| ≤ α для всiх

x : |x| ≥ ε.
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Роздiл 5. Еволюцiйнi рiвняння iз
псевдодиференцiльними операторами в

просторах типу W

У цьому роздiлi дослiджується нелокальна багатоточ-
кова за часом задача для рiвняння ∂u/∂t = Aφu, де Aφ –
псевдодиференцiальний оператор з аналiтичним символом
φ у просторах типу W [13], який задовольняє умову ”па-
раболiчностi” – аналог умови ”параболiчностi” для рiвнянь
з частинними похiдними. При цьому оператор Aφ можна
розумiти як оператор диференцiювання ”нескiнченного по-
рядку”:

Aφ = F−1
σ→x[φ(σ)Fx→σ] =

∞∑
k=0

ck(id/dx)
k,

де F , F−1 – пряме та обернене перетворення Фур’є. А та-
кож доведено розв’язнiсть багатоточкової за часом задачi

для рiвняння
∂u

∂t
= Aφu, де Aφ – псевдодиференiальний

оператор, побудований за змiнним символом, у класi об-
межених неперервних на R функцiй.

5.1. Простори типу W та W ′

Розглянемо функцiю ω : [0,+∞) → [0,+∞), яка є
неперервною i зростаючою, причому ω(0) = 0, ω(1) ≥ 1,

lim
x→+∞

ω(x) = +∞. Для x ≥ 0 покладемо Ω(x) =

x∫
0

ω(ξ)dξ.

Функцiя Ω є диференцiйовною i зростаючою на [0,+∞),
опуклою донизу [13], тобто

∀{x1, x2} ⊂ [0,+∞) : Ω(x1) + Ω(x2) ≤ Ω(x1 + x2).

Оскiльки функцiя ω(x) – похiдна функцiї Ω(x) при x →
+∞ необмежено зростає, то Ω(x) при x → +∞ зростає
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швидше за довiльну лiнiйну функцiю. Довизначимо функ-
цiю Ω на (−∞, 0] парним чином. Поруч розглянемо функ-
цiю µ: [0,+∞) → [0,+∞), яка володiє такими ж властиво-
стями, що i функцiя ω. Для x ≥ 0 покладемо

M(x) =

x∫
0

µ(ξ)dξ, M(−x) =M(x).

Функцiя M за своїми властивостями аналогiчна функцiї
Ω. За допомогою функцiй M i Ω Б.Л.Гуревич увiв [300]
серiю просторiв, названих ним просторами типу W . Зокре-
ма, символом WΩ

M позначається сукупнiсть цiлих функцiй
φ: C → C, для яких

∃c > 0 ∃a > 0 ∃b > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|φ(z)| ≤ c exp{−M(ax) + Ω(by)}. (5.1)

У WΩ
M вводиться топологiя iндуктивної границi про-

сторiв WΩ,b
M,a, якi складаються з тих функцiй φ ∈ WΩ

M , для
яких справджуються нерiвностi

|φ(x+ iy)| ≤ c exp{−M(ax) + Ω(by)}, z = x+ iy ∈ C,

де a – довiльна додатна стала, менша за a, b – довiльна
стала, бiльша за b. Якщо для φ ∈ WΩ,b

M,a покласти

∥φ∥δρ = sup
z∈C

[|φ(z)| exp{−Ω((b+ ρ)y) +M(a(1− δ)x)}],

{δ, ρ} ⊂ {1/n, n ≥ 2},

то з цими нормами WΩ,b
M,a стає повним доскoналим злiченно

нормованим простором [13].
У працi [301] вcтановлено, що означення (5.1) простору

WΩ
M рiвносильне такому:

(φ ∈ WΩ
M) ⇔

(
∃c̃ = c̃(φ) > 0 ∃ã = ã(φ) > 0 ∃b̃ = b̃(φ) > 0
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∀n ∈ Z+ ∃ρn ∈ [0, n), ρ0 = 0 ∀x ∈ R :

|φ(n)(x)| ≤ c̃
( b̃
ρn

)n
n! exp{−M(ãx) + Ω(ρn)}

)
, (5.2)

де ρn – розв’язок рiвняння xω(x) = n, n ∈ Z+, або

(φ ∈ WΩ
M) ⇔

(
∃c1, a1, b1 > 0∀k ∈ Z+∃µk ∈ [0, k), µ0 = 0,

∀n ∈ Z+∃ρn ∈ [0, n), ρ0 = 0∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| ≤ c1n!
( b1
ρn

)n(µk
a1

)k
exp{Ω(ρn)−M(µk)}

)
,

де µk – розв’язок рiвняння xµ(x) = k, k ∈ Z+; при цьо-
му збiжнiсть в просторi WΩ

M еквiвалентна такiй збiжностi:
послiдовнiсть {φn, n ≥ 1} ⊂ WΩ

M збiгається до нуля в WΩ
M ,

якщо при довiльному q ∈ Z+ послiдовнiсть {φ(q)
n , n ≥ 1}

збiгається до нуля рiвномiрно при n→ +∞ на будь-якому
скiнченному промiжку в R i для функцiй φ

(q)
n справджу-

ються нерiвностi вигляду (5.2) зi сталими ã, b̃, c̃ > 0, не
залежними вiд n.

Важливим є питання про нетривiальнiсть просторiв
WΩ
M , оскiльки цi простори можуть мiстити лише єдину

функцiю φ(x) ≡ 0. Однiєю з умов нетривiальностi про-
стору WΩ

M є умова M(x) ≤ Ω(x). Надалi будемо вважати,
що ця умова виконується (про необхiдну й достатню умову
нетривiальностi простору WΩ

M див. в [302]).
Функцiя g називається мультиплiкатором у просторi

WΩ
M , якщо gψ ∈ WΩ

M для довiльної функцiї ψ ∈ WΩ
M i

вiдображення ψ → gψ є лiнiйним i неперервним операто-
ром в WΩ

M . Мультиплiкатором у просторi WΩ
M є кожна цiла

однозначна функцiя g, яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|g(z)| ≤ cε exp{M(εx) + Ω(εy)}.
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Сукупнiсть функцiй, заданих на R, якi допускають
аналiтичне продовження у всю комплексну площину C i як
функцiї комплексної змiнної є елементами простору WΩ

M ,
позначатимемо символом WΩ

M(R).
Подiбно до просторiв типу S, введених в [22], простори

типу W перетворенням Фур’є вiдображаються в просто-
ри типу W . Для того, щоб сформулювати вiдповiднi твер-
дження, наведемо означення функцiй, двоїстих за Юнгом.
Нехай функцiї M(x) та Ω(y) визначаються за допомогою
функцiй µ(ξ) та ω(η) вiдповiдно. Якщо функцiї µ та ω вза-
ємно оберненi, тобто µ(ω(η)) = η, ω(µ(ξ)) = ξ, то функцiї
M(x) та Ω(y) називаються двоїстими за Юнгом. У цьому
випадку має мiсце нерiвнiсть Юнга

∀x ∈ [0,+∞) ∀y ∈ [0,+∞) : xy ≤M(x) + Ω(y).

Якщо для заданого x ∈ [0,+∞) взяти y = µ(x), то нерiв-
нiсть Юнга для таких x, y перетворюється в рiвнiсть. При-
кладами взаємно двоїстих функцiй є функцiї:

M(x) =
xp

p
, Ω(y) =

yq

q
,

1

p
+

1

q
= 1,

M(x) = (x+ 1) ln(x+ 1)− x, Ω(y) = ey − y − 1.

Простори типу W перетворенням Фур’є вiдображаються
у простори типу W [13], а саме, правильною є формула
F [WΩ

M(R)] = WΩ1
M1

(R), де Ω1 та M1 – функцiї, двоїстi за
Юнгом вiдповiдно до функцiйM та Ω, при цьому оператор
Фур’є F : WΩ

M(R) → WΩ1
M1

(R) є неперервним.
У просторах WΩ

M визначенi i неперервнi операцiї дифе-
ренцiювання. За певних умов у просторi WΩ

M визначений i
неперервний оператор диференцiювання нескiнченного по-

рядку. Зокрема, якщо цiла функцiя φ(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, z ∈ C,

– мультиплiкатор у просторi WΩ
M , то в просторi WΩ1

M1
(R)
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визначений i є неперервним оператор диференцiювання
нескiнченного порядку

φ(−iDx) =
∞∑
k=0

ck(−iDx)
k,

при цьому оператор φ(−iDx) можна розумiти як псевдо-
диференцiальний оператор, побудований за функцiєю φ;
отже, якщо оператор φ(−iDx) позначити символом Aφ, то

(Aφf)(x) = F−1[φ(σ)]F [φ(x)], ∀φ ∈ WΩ1
M1

(R).

Символом (WΩ
M(R))′ позначатимемо простiр усiх лiнiй-

них неперервних функцiоналiв над вiдповiдним простором
основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи
називатимемо узагальненими функцiями.

Оскiльки в просторi WΩ
M(R) визначена i є неперервною

операцiя зсуву аргументу Tx: φ(ξ) → φ(ξ+x), ∀φ ∈ WΩ
M(R),

то згортку узагальненої функцiї f ∈ (WΩ
M(R))′ з основною

функцiєю задамо формулою

(f ∗ φ)(x) := ⟨fξ, T−xφ̌(ξ)⟩ = ⟨fξ, φ(x− ξ)⟩,
φ̌(ξ) = φ(−ξ), φ ∈ WΩ

M(R).
Якщо f ∈ (WΩ

M(R))′ i f ∗ φ ∈ WΩ
M(R) для довiльної

функцiї φ ∈ WΩ
M(R) i зi спiввiдношення φn → 0 при n→ ∞

за топологiєю простору WΩ
M(R) випливає, що f ∗ φn → 0

при n→ ∞ за топологiєю простору WΩ
M(R), то функцiонал

f називається згортувачем у просторi WΩ
M(R).

Перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈
(WΩ

M(R))′ визначається як узагальнена функцiя, задана на
просторi WΩ1

M1
(R):

⟨F [f ], φ⟩ = ⟨f, F [f ]⟩, ∀φ ∈ WΩ1
M1

(R),

при цьому, якщо узагальнена функцiя f ∈ (WΩ
M(R))′ –

згортувач у просторi WΩ
M(R), то для довiльної функцiї

φ ∈ WΩ
M(R) правильною є формула F [f ∗ φ] = F [f ]F [φ],

F [f ] – мультиплiкатор у просторi WΩ1
M1

(R).
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5.2. Нелокальна багатоточкова за часом задача
для еволюцiйних псевдодиференцiальних
рiвнянь з аналiтичними символами

Символом PΩ
M позначимо клас цiлих однозначних

функцiй φ: C → C, якi є мультиплiкаторами в просторi
WΩ
M i такими, що eφ ∈ WΩ

M , тобто

∃a, b > 0 ∃c : 0 < c ≤ 1 : |eφ(z)| = |eφ(x+iy)| ≤

≤ ce−M(ax)+Ω(by), ∀z = x+ iy ∈ C. (5.3)

Нехай φ ∈ PΩ
M , Aφ – оператор диференцiювання

нескiнченного порядку, побудований за функцiєю φ; Aφ:
WΩ1
M1

(R) → WΩ1
M1

(R) (див. п. 5.1).
Розглянемо рiвняння

∂u(t, x)

∂t
= Aφu, (t, x) ∈ (0,+∞)× R ≡ Ω, (5.4)

для якого задамо нелокальну багатоточкову за часом умо-
ву

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · · − µmu(t, ·)|t=tm = f, (5.5)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,+∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0,+∞)

– фiксованi числа, причому µ >
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < · · · <

tm < +∞, f ∈ WΩ1
M1

(R).
Класичний розв’язок задачi (5.4), (5.5) шукаємо за до-

помогою перетворення Фур’є. У результатi одержимо, що

u(t, x) = G(t, x) ∗ f, (t, x) ∈ Ω,

де G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ),

Q1(t, σ) = exp{tφ(σ)}, Q2(σ) =
(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
)−1

.
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Для того, щоб дослiдити властивостi функцiї G, насам-
перед вивчимо властивостi функцiй Q1 та Q2. Правильним
є твердження.

Лема 5.1. Нехай φ ∈ PΩ
M . Функцiя Q1(t, z) = etφ(z),

t ∈ (0,+∞), z ∈ C, при кожному t ∈ (0,+∞), як функцiя
z, є елементом простору WΩ

M . Iснують сталi ã, b̃ > 0
такi, що для функцiї Q1(t, x), (t, x) ∈ (1,+∞) × R, та її
похiдних (за змiнною x ∈ R) справджуються нерiвностi

|Dn
xQ1(t, x)| ≤

( b̃
ρn

)n
tnn!eΩ(ρn)e−M(ãx), n ∈ Z+, (5.6)

де ρn – розв’язок рiвняння xω(x) = n, n ∈ Z+.
Доведення. Оскiльки φ ∈ PΩ

M , то справджується
нерiвнiсть (5.3). Тодi

|etφ(z)| = |eφ(z)|t ≤ [e−M(ax)+Ω(by)]t ≤ e−tM(ax)+tΩ(by), (5.7)

Iз нерiвностi (5.7) випливає, що Q1(t, ·) ∈ WΩ
M при кожно-

му t ∈ (0,+∞). Для доведення цього факту скористаємо-
ся тим, що функцiя Ω володiє властивостями: а) ∀α ≥ 1
∀x ∈ [0,+∞): Ω(αx) ≥ αΩ(x); б) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,+∞):
Ω(αx) ≤ αΩ(x). Цi властивостi випливають з рiвностi

Ω(αx) = α

x∫
0

ω(αξ)dξ, x ≥ 0,

яка виконується для довiльного α > 0 з урахуванням мо-
нотонного зростання функцiї ω на [0,+∞). Аналогiчнi вла-
стивостi справджуються i для функцiї M .

Отже, при фiксованому t ∈ (0, 1)

−tM(ax) ≤ −M(tax), exp{−tM(ax) + tΩ(by)} ≤

≤ exp{−M(tax) + Ω(tby)} ≤ exp{−M(tax) + Ω(by)}.
Якщо t > 1, t ̸= n, n ∈ {2, 3, 4, . . . }, то t = [t] + {t}. Тодi

exp{−tM(ax)} = exp{−[t]M(ax)} · exp{−{t}M(ax)} ≤
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≤ exp{−{t}M(ax)} ≤ exp{−M({t}ax)},

exp{tΩ(by)} ≤ exp{Ω(bty)}.

Якщо t = n, n ∈ {2, 3, 4, . . . }, то t = 1 + n− 1. Тодi

exp{−tM(ax)} = exp{−M(ax)} · exp{−(n− 1)M(ax)} ≤

≤ exp{−M(ax)}, exp{tΩ(by)} ≤ exp{Ω(bty)}.

Звiдси випливає, що Q1(t, ·) ∈ WΩ
M при кожному t ∈

(0,+∞). Зокрема, якщо t > 1, то правильною є оцiнка

|Q1(t, z)| ≤ e−M(ax)+Ω(bty), z = x+ iy ∈ C, (5.8)

де

a =

{
a{t}, якщо t ∈ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . . },
a, якщо t = n, n ∈ {2, 3, 4, . . . },

{t} – дробова частина числа t.
Доведемо тепер, що правильними є нерiвностi (5.6).

Внаслiдок iнтегральної формули Кошi

Dn
xQ1(t, x) =

n!

2πi

∫
ΓR

Q1(t, z)

(z − x)n+1
dz, n ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi x ∈ R. Скори-
ставшись (5.8), прийдемо до нерiвностей

|Dn
xQ1(t, x)| ≤

n!

Rn
max
z∈ΓR

|Q1(t, z)| ≤
n!

Rn
exp{−M(ax0)+Ω(btR)},

де x0 – точка максимуму функцiї exp{−M(aξ)}, ξ ∈ [x −
R, x+R]. Зауважимо, що

x0 =

 0, якщо |ξ| < R,
ξ +R, якщо ξ ≤ −R,
ξ −R, якщо ξ ≥ R.
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Оскiльки M – опукла донизу на промiжку (0,+∞)
функцiя, то вона задовольняє нерiвнiсть M(ξ1) +M(ξ2) ≤
M(ξ1 + ξ2), ξ1, ξ2 ∈ (0,+∞), або нерiвнiсть M(ξ1)−M(ξ1 +
ξ2) ≤ −M(ξ2). Звiдси випливає iснування сталих a1 > 0,
a2 > 0 таких, що

exp{−M(ax0)} ≤ exp{−M(a1x) +M(a2R)},∀R > 0, x > 0.

Оскiльки M(a2R) ≤ Ω(a2R) (умова нетривiальностi
простору WΩ

M), то справджується нерiвнiсть

exp{−M(ax0)} ≤ exp{−M(a1x)} · exp{M(a2R)} ≤

≤ exp{−M(a1x)} · exp{Ω(a2R)}.

Оскiльки btR + a2R < btR + a2tR = (b + a2)tR, якщо t >
1, то, з урахуванням нерiвностi опуклостi для функцiї Ω,
знайдемо, що

|Dn
xQ1(t, z)| ≤

n!

Rn
exp{−M(a1x)}·exp{Ω(b1tR)}, b1 = b+a2.

Для кожного n ∈ Z+ функцiя gn(R) =
R−n exp{Ω(b1tR)} диференцiйовна, причому

lim
R→+∞

gn(R) = +∞, lim
R→+0

gn(R) =

{
+∞, n ∈ N,
0, n = 0.

Оскiльки gn(R) > 0, R ∈ (0,+∞), то ця функцiя дося-
гає свого iнфiмуму, який знайдемо за допомогою методiв
диференцiального числення:

g′n(R) = R−(n+1)(b1tRω(b1tR)− n)eΩ(b1tR), n ∈ Z+

(тут ω = Ω′). Прирiвнявши g′n(R) до нуля дiстанемо, що
b1tRω(b1tR) = n, n ∈ Z+. Безпосередньо переконуємося
в тому, що gn(R) досягає свого iнфiмуму в точцi Rn =
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b−1
1 t−1ρn, де ρn – розв’язок рiвняння xω(x) = n (ρ0 = 0,

якщо n = 0; ρn ≤ n, якщо n ∈ N). Отже,

inf
R>0

gn(R) =
(b1t
ρn

)n
eΩ(ρn).

Таким чином,

|Dn
xQ1(t, x)| ≤ n! inf

R>0
gn(R) exp{−M(a1x)} ≤

≤
( b̃
ρn

)n
tnn! exp{−M(ãx) + Ω(ρn)},

де b̃ = b1, ã = a1. Лема доведена.
Зауважимо, що якщо t ∈ (0, 1), то правильними є оцiн-

ки

|Dn
xQ1(t, x)| ≤

( b̃
ρn

)n
n!eΩ(ρn)e−M(atx), n ∈ Z+.

Наслiдок 5.1. Q1(t, x) ∈ WΩ
M(R) при кожному t ∈

(0,+∞).
Лема 5.2. Для похiдних функцiї Q2(x) =

(
µ −

m∑
k=1

µkQ1(t, x)
)−1

, x ∈ R, справджуються оцiнки

|Dn
xQ2(x)| ≤ c̃

( b̃
ρn

)n
tnmn!e

Ω(ρn), n ∈ N, x ∈ R, (5.9)

де c̃ = µ−1

∞∑
r=0

µ̃rrn, µ̃ = µ−1µ0m < 1, µ0 =

max{µ1, . . . , µm}, b̃ – стала з нерiвностi (5.6).
Доведення. Iз оцiнок (5.6) випливають нерiвностi

Q1(tk, x)| < 1, k ∈ {1, . . . ,m}. Оскiльки

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, x) = µ−1
(
1− 1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, x)
)
,
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причому
1

µ

m∑
k=1

µkQ1(tk, x) <
1

µ

m∑
k=1

µk < 1,

то, скориставшись полiномiальною формулою, знайдемо,
що

Q2(x) =
1

µ

∞∑
r=0

µ−r
( m∑
k=1

µke
tkφ(x)

)r
=

∞∑
r=0

µ−(r+1)×

×
( ∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
(µ1e

t1φ(x))r1 . . . (µme
tmφ(x))rm

)
=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µ

rm
m Q1(λ, x),

де λ = t1r1 + · · · + tmrm ≤ tm(r1 + · · · + rm) = tmr. Звiдси
та з (5.6) випливають нерiвностi

|Dn
xQ2(σ)| ≤

( b̃
ρn

)n
tnmn!e

Ω(ρn)

∞∑
r=0

µ−(r+1)µr0r
n
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
,

де µ0 = max{µ1, . . . , µm}. Далi скористаємося тим, що∑
r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr.

Тодi

|Dn
xQ2(x)| ≤ c̃

( b̃
ρn

)n
tnmn!e

Ω(ρn),

де c̃ = µ−1
∞∑
r=0

µ̃rrn, µ̃ = µ−1µ0m < 1. Твердження доведено.

Зауважимо, що функцiя Q2 обмежена на R, бо

|Q2(x)| ≤
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

≡ α0, ∀x ∈ R.
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Звiдси та з оцiнок (5.9) випливає, що Q2 – мультиплiка-
тор в просторi WΩ

M(R). Оскiльки Q1(t, ·) ∈ WΩ
M(R), а Q2

– мультиплiкатор в цьому просторi, то функцiя Q(t, x) =
Q1(t, x)Q2(x) є елементом просторуWΩ

M(R). ФункцiяG(t, ·)
– обернене перетворення Фур’є функцiї Q(t, ·) ∈ WΩ

M(R),
тому G(t, ·) – елемент простору WΩ1

M1
(R) (при кожному t ∈

(0,∞)). Скориставшись зображенням функцiї Q2, знайде-
мо, що

G(t, σ) = (2π)−1

∫
R

Q1(t, x)Q2(x)e
iσxdx =

= (2π)−1

∫
R

etφ(x)
(
µ−

m∑
k=1

µke
tkφ(x)

)−1

eiσxdx =

= (2π)−1

∫
R

etφ(x)
∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!
×

×e(t1r1+···+tmrm)φ(x)eiσxdx =

=
∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!
G̃(t1r1 + · · ·+ tmrm + t, σ),

де G̃(t1r1 + · · · + tmrm + t, σ) =
(2π)−1

∫
R
e(t1r1+···+tmrm+t)φ(x)eiσxdx, G̃(t, σ) – фундамен-

тальний розв’язок задачi Кошi для рiвняння (5.4), тобто
G̃(t, σ) = F−1[Q1(t, x)](σ). Зазначимо, що G̃(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R)

при кожному t ∈ (0,∞), тобто G̃(t, z) ∈ WΩ1
M1

, z ∈ C,
при кожному t ∈ (0,∞). Для проведення подальших
мiркувань здiйснимо оцiнку G̃(t, z), z ∈ C, видiливши при
цьому залежнiсть вiд параметра t.

Оскiльки Q1(t, ·) ∈ WΩ
M при кожному t ∈ (0,+∞), то

Q1(t, x+iy) прямує до нуля при |x| → +∞ швидше за будь-
який степiнь |x|−1 рiвномiрно в кожнiй смузi |y| ≤ y0 (при
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фiксованому t ∈ (0,+∞)), а функцiя eiσz залишається в
цiй смузi обмеженою за модулем. Тому, скориставшись iн-
тегральною теоремою Кошi, iнтегрування вздовж дiйсної
осi Ox замiнимо iнтегруванням вздовж будь-якої прямої,
паралельної осi Ox, тобто

G̃(t, σ) = (2π)−1

∫
R

exp{tφ(x+ iy) + i(x+ iy)σ}dx, σ ∈ R.

При фiксованому t ∈ (0,∞) функцiя G(t, ·) є цiлою функ-
цiєю, тому можна здiйснити аналiтичне продовження, за-
мiнивши при цьому σ на σ+ iτ = s. У результатi прийдемо
до спiввiдношення

G̃(t, σ+ iτ) = (2π)−1

∫
R

exp{tφ(x+ iy)+ i(x+ iy)(σ+ iτ)}dx.

Тодi, з урахуванням нерiвностi (5.7), маємо, що

|G̃(t, σ + iτ)| ≤ c

∫
R

exp{−tM(ax) + tΩ(by)− yσ − xτ}dx ≤

≤ c exp{−σy + tΩ(by)} ·
∫
R

exp{−tM(ax) + |x| |τ |}dx =

= 2c exp{−σy+tΩ(by)}·
∞∫
0

exp{−tM(ax)+x|τ |}dx, c = (2π)−1.

Оцiнимо вираз −tM(ax) + x|τ |. Нехай Ω1 – двоїста за
Юнгом функцiя до функцiї M . Тодi, скориставшись нерiв-
нiстю Юнга, знайдемо, що

−tM(ax)+
t√
ε

ax√
ε

ε|τ |
at

≤ −tM(ax)+
t√
ε

[
M
( ax√

ε

)
+Ω1

(ε|τ |
at

)]
,
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для довiльно фiксованого параметра ε > 1. Оскiльки
ax ≥ ax√

ε
, x ≥ 0, M – зростаюча функцiя, то M(ax) ≥

M(ax/
√
ε). Тодi

−tM(ax) ≤ −tM
( ax√

ε

)
, t > 0.

Отже,

−tM(ax)+x|τ | ≤ −tM
( ax√

ε

)
+

t√
ε
M
( ax√

ε

)
+

t√
ε
Ω1

(ε|τ |
at

)
≤

≤ −
√
ε− 1√
ε

tM
( ax√

ε

)
+

t√
ε
Ω1

(ε|τ |
at

)
.

Звiдси випливає оцiнка:

J :=

∞∫
0

exp{−tM(ax) + x|τ |}dx ≤

≤
∞∫
0

exp
{
−

√
ε− 1√
ε

tM
( ax√

ε

)}
dx · exp

{ t√
ε
Ω1

(ε|τ |
at

)}
.

Крiм того,

exp
{
−

√
ε− 1√
ε

tM
( ax√

ε

)}
≤

√
ε

(
√
ε− 1)t

· 1

M
(
ax√
ε

) ,
J ≤ c0t

−1 exp
{ t√

ε
Ω1

(ε|τ |
at

)}
, c0 =

√
ε√

ε− 1

∞∫
0

dx

M
(
ax√
ε

) .
Отже,

|G̃(t, σ + iτ)| ≤ c̃t−1 exp
{ t√

ε
Ω1

(ε|τ |
at

)
− σy + tΩ(by)

}
.
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Нехай M1 – функцiя, двоїста за Юнгом до Ω. Оцiнимо
вираз α := −σy + tΩ(by). Для цього пiдберемо знак y так,
щоб справджувалася рiвнiсть σy = |σ| · |y|, а величину y
вiзьмемо так, щоб нерiвнiсть Юнга σy ≤ M1(σ) + Ω(y),
σ ≥ 0, y ≥ 0, перетворилася у рiвнiсть вигляду

|σ| · |y| = t
[ |σ|
tb
b|y|
]
= t
[
M1

( σ
tb

)
+ Ω(by)

]
.

Отже,

α = −tM1

( σ
tb

)
− tΩ(by) + tΩ(by) = −tM1

( σ
tb

)
.

Таким чином,

|G̃(t, σ + iτ)| ≤ c̃t−1 exp
{
− tM1

( σ
tb

)
+

t√
ε
Ω1

(ε|τ |
at

)}
≤

≤ c̃t−1 exp
{
− tM1

( σ
tb

)
+ tΩ1

(ε|τ |
at

)}
, ε > 1. (5.10)

Повернемося тепер до оцiнки функцiї G(t, σ), ураху-
вавши при цьому нерiвнiсть (5.10) при τ = 0. У результатi
дiстанемо, що

|G(t, σ)| ≤ c̃t−1

∞∑
r=0

µ̃r×

× exp{−(t1r1+· · ·+tmrm+t)}M1

( σ

b(t1r1 + · · ·+ tmrm + t)

)
≤

≤ c̃t−1

∞∑
r=0

µ̃r = c̃′t−1,∀σ ∈ R, (5.11)

де c̃′ = c(1− µ̃)−1. Зауважимо, що функцiя G(t, σ) – непе-
рервна функцiя аргумента t ∈ (0,+∞). Справдi, з (5.7)
випливає, що для t ≥ t0 > 0 справджується нерiвнiсть

Q(t, x) = Q1(t, x)Q2(x) ≤ e−t0M(ax)
(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

.
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Звiдси вже випливає рiвномiрна збiжнiсть iнтеграла

(2π)−1

∫
R

Q(t, x)eiσxdx = G(t, σ)

у довiльнiй смузi {(t, x) : 0 < t0 ≤ t, x ∈ R}. Отже, функцiя
G(t, ·) неперервна в кожнiй точцi промiжку (0,∞). Анало-
гiчно доводимо диференцiйовнiсть G(t, ·) за змiнною t на
(0,+∞).

Лема 5.3. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
, ∀f ∈ (WΩ1

M1
(R))′.

Доведення. За означенням згортки узагальненої
функцiї з основною маємо

f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩, Ǧ(t, ξ) = G(t,−ξ).

Тодi

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) = lim

∆t→0

1

∆t
[(f ∗G(t+∆t, ·))− (f ∗G(t, ·))] =

= lim
∆t→0

⟨
fξ,

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)]

⟩
.

Граничне спiввiдношення

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ·)− T−xǦ(t, ·)] −→

∆t→0

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

виконується в сенсi збiжностi за топологiєю простору
WΩ1
M1

(R), тому, з урахуванням неперервностi функцiонала
f , маємо, що

∂

∂t
(f ∗G(t, ·)) =

⟨
fξ, lim

∆t→0

1

∆t
[T−xǦ(t+∆t, ·)−T−xǦ(t, ·)]

⟩
=
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=
⟨
fξ,

∂

∂t
T−xǦ(t, ·)

⟩
=
⟨
fξ, T−x

∂

∂t
Ǧ(t, ξ)

⟩
= f ∗ ∂G(t, ·)

∂t
.

Твердження доведено.
Символом (WΩ1

M1
(R), ∗)′ позначимо клас узагальнених

функцiй з (WΩ1
M1

(R))′, якi є згортувачами у просторi
WΩ1
M1

(R).
Лема 5.4. Нехай

ω(t, x) = f ∗G(t, x), f ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′, (t, x) ∈ Ω.

Тодi в просторi (WΩ1
M1

(R))′ справджується граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f. (5.12)

Доведення. Врахувавши властивiсть неперервностi
перетворення Фур’є та формулу

F [f ∗G] = F [f ] · F [G] = F [f ]Q(t, x),

яка правильна для довiльної узагальненої функцiї з класу
(WΩ1

M1
(R), ∗)′, спiввiдношення (5.12) запишемо у виглядi

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [ω(t, ·)] =

= F [f ]
(
µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·)
)

(вказанi границi розглядаються в просторi (WΩ
M(R))′). До-

ведемо, що в просторi (WΩ
M(R))′ справджується спiввiдно-

шення

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t, ·) = 1. (5.13)
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Для доведення (5.13) вiзьмемо довiльну функцiю ψ ∈
WΩ
M(R) i, скориставшись теоремою про граничний перехiд

пiд знаком iнтеграла Лебега, знайдемо, що

µ lim
t→+0

⟨Q(t, ·), ψ⟩ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

⟨Q(t, ·), ψ⟩ =

= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ)dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)ψ(σ)dσ =

=

∫
R

[
µQ(0, σ)−

m∑
l=1

µlQ(tl, σ)]ψ(σ)dσ =

=

∫
R

[ µ

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)

]
ψ(σ)dσ =

=

∫
R

µ−
m∑
l=1

µlQ1(tl, σ)

µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, σ)
ψ(σ)dσ =

∫
R

ψ(σ)dσ = ⟨1, ψ⟩

(тут Q(t, ·) трактується як регулярна узагальнена функцiя
з простору (WΩ

M(R))′). Отже, спiввiдношення (5.13) вико-
нується. Звiдси випливає, що правильним є спiввiдношен-
ня (5.12).

Лема доведена.
Зауважимо, що з (5.13) випливає спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

G(t, ·) = δ

(δ – дельта-функцiя Дiрака), яке виконується в просторi
(WΩ1

M1
(R))′.
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З леми 5.4 випливає, що для рiвняння (5.4) нелокальну
багатоточкову за часом задачу можна ставити так: знайти
розв’язок рiвняння (5.4), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′,

(5.14)
де граничнi спiввiдношення розглядаються в просторi
(WΩ1

M1
(R))′. Правильним є твердження.

Теорема 5.1. Задача (5.4), (5.14) коректно розв’язна.
Розв’язок дається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

причому u(t, ·) ∈ WΩ1
M1

(R) при кожному t ∈ (0,∞).
Доведення. Функцiя u(t, x) є розв’язком рiвняння

(5.4). Справдi (див. лему 5.3)

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
,

Aφu(t, x) = F−1[φ(σ)F [f ∗G(t, x)](σ)](x).

Оскiльки f – згортувач в просторi WΩ1
M1

(R), то

F [f ∗G(t, ·)] = F [f ]F [G(t, ·)] = F [f ]Q(t, ·).

Отже,

Aφu(t, x) = F−1[φ(σ)Q(t, σ)F [f ](σ)](x) =

= F−1
[ ∂
∂t
Q(t, σ)F [f ](σ)

]
(x) = F−1

[
F
[ ∂
∂t
G
]
· F [f ]

]
(x) =

= F−1
[
F
[
f ∗ ∂G

∂t

]]
= f ∗ ∂G

∂t
.

Звiдси випливає, що функцiя u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задоволь-
няє рiвняння (5.4). З леми 4 випливає, що u задовольняє
умову (5.14) у вказаному сенсi.
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Доведемо, що задача (5.4), (5.14) має єдиний розв’язок.
Для цього розглянемо задачу Кошi

∂v

∂t
+ A∗

φv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× R, 0 ≤ t < t0 < +∞, (5.15)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′, (5.16)

де A∗
φ = F [φF−1[g]], ∀g ∈ WΩ1

M1
(R), A∗

φ – звуження спря-
женого оператора до оператора Aφ на простiр WΩ1

M1
(R) ⊂

(WΩ1
M1

(R))′. Умову (5.16) розумiємо в слабкому сенсi.
Iз результатiв, отриманих в [303], випливає, що зада-

ча Кошi (5.15), (5.16) є розв’язною, при цьому v(t, ·) ∈
WΩ1
M1

(R) при кожному t ∈ [0, t0).
Нехай Qt

t0
: (WΩ1

M1
(R), ∗)′ → WΩ1

M1
(R) – оператор, який

зiставляє функцiоналу ψ ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′ розв’язок задачi
(5.15), (5.16). Оператор Qt

t0
– лiнiйний i неперервний, вiн

визначений для довiльних t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 < +∞
i володiє властивостями:

∀ψ ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′ :
dQt

t0
ψ

dt
+ A∗

φQ
t
t0
ψ = 0, lim

t→t0
Qt
t0
ψ = ψ

(границя розглядається в просторi (WΩ1
M1

(R))′).
Розглянемо розв’язок u(t, x), (t, x) ∈ Ω, задачi (5.4),

(5.14), який розумiтимемо як регулярний функцiонал з
простору (WΩ1

M1
(R), ∗)′ ⊃ WΩ1

M1
(R). Доведемо, що задача

(5.4), (5.14) може мати лише єдиний розв’язок у про-
сторi (WΩ1

M1
(R), ∗)′. Для цього досить довести, що єдиним

розв’язком рiвняння (5.4) при нульовiй початковiй умо-
вi може бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0 (при кожно-
му t ∈ (0,+∞)). Застосуємо функцiонал u до функцiї
Qt
t0
ψ ∈ WΩ1

M1
(R), де ψ – довiльно фiксований елемент з

простору WΩ1
M1

(R) ⊂ (WΩ1
M1

(R), ∗)′. Диференцiюючи по t i
використовуючи рiвняння (5.4), (5.14), знайдемо, що

∂

∂t
⟨u(t, ·), Qt

t0
ψ⟩ =

⟨∂u
∂t
,Qt

t0
ψ
⟩
+
⟨
u,
∂Qt

t0
ψ

∂t

⟩
=
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= ⟨Aφu,Qt
t0
ψ⟩ − ⟨u,A∗

φQ
t
t0
ψ⟩ =

= ⟨Aφu,Qt
t0
ψ⟩ − ⟨Aφu,Qt

t0
ψ⟩ = 0, t ∈ [0, t0).

Звiдси випливає, що ⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ є сталою величиною, при

цьому справджується граничне спiввiдношення

lim
t→t0

⟨u(t, ·), Qt
t0
ψ⟩ = ⟨u(t0, ·), ψ⟩ = const = c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0,+∞). Отже, якщо в (5.14) f = 0,
то

µ lim
t→+0

⟨u(t, ·), ψ⟩−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

⟨u(t, ·), ψ⟩ = µc0 −
m∑
k=1

µkck = 0,

де c0, c1, . . . , cm – довiльнi сталi. Доведемо, що c0 = 0.
Якщо це не так, тобто c0 ̸= 0, то c1 = c0α1, . . . , cm = c0αm.

Тодi маємо спiввiдношення: µc0 −
m∑
k=1

µkc0αk = 0, тобто

c0

(
µ−

m∑
k=1

µkαk

)
= 0. Якщо c0 ̸= 0, то µ =

m∑
k=1

µkαk, де αk,

k ∈ {1, . . . ,m}, – довiльнi сталi. Це суперечить тому, що µ –
фiксований параметр. Отже, c0 = 0. Аналогiчно доводимо,
що c1 = c2 = · · · = cm = 0. Таким чином, ⟨u(t0, ·), ψ⟩ =
0 для довiльного ψ ∈ WΩ1

M1
(R), тобто u(t0, x) – нульовий

функцiонал з простору (WΩ1
M1

(R), ∗)′. Оскiльки t0 ∈ (0,+∞)
i t0 вибране довiльним чином, то u(t, ·) = 0 для всiх t ∈
(0,+∞). Теорема доведена.

Теорема 5.2. Розв’язок u(t, x) нелокальної багатоточ-
кової за часом задачi (5.4), (5.14) збiгається до нуля в
просторi (WΩ1

M1
(R))′ при t→ +∞.

Доведення. Нагадаємо, що розв’язок задачi (5.4),
(5.14) дається формулою

u(t, x) = f ∗G(t, x) = ⟨fξ, T−xǦ(t, ξ)⟩ = ⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩.
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Нехай ψ ∈ WΩ1
M1

(R). Покладемо

Φt(ξ) =

+∞∫
−∞

G(t, x−ξ)ψ(x)dx, Φt,R(ξ) =

R∫
−R

G(t, x−ξ)ψ(x)dx,

R > 0.
У цих позначеннях перевiримо, що: а) при кожному

t > 1 i R > 0 функцiя Φt,R(ξ) належить до простору
WΩ1
M1

(R), Φt,R(ξ) → Φt(ξ) при R → +∞ у просторi WΩ1
M1

(R);
б) Φt(ξ) ∈ WΩ1

M1
(R) при кожному t > 0. Звiдси випливати-

ме, що

⟨u(t, x), ψ(x)⟩ =
+∞∫

−∞

⟨fξ, G(t, x− ξ)⟩ψ(x)dx =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t, x)ψ(x+ ξ)dx⟩ =

= ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)ψ(−(y−ξ))dy⟩ = ⟨fξ,
+∞∫

−∞

G(t,−y)ψ̌(y−ξ)dy⟩ =

=

+∞∫
−∞

G(t,−y)⟨fξ, ψ̌(y − ξ)⟩dy =

+∞∫
−∞

G(t,−y)(f ∗ ψ̌)(y)dy

(тут u(t, ·) трактується як регулярна узагальнена функцiя
з простору (WΩ1

M1
(R))′ при кожному t > 0).

Отже, встановимо а). При фiксованих {k,m} ⊂ Z+ має-
мо:

|ξkDn
ξΦt,R(ξ)| ≤

R∫
−R

|ξkψ(x)Dn
ξG(t, x− ξ)|dx ≤
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≤
+∞∫

−∞

|ξkψ(ξ + η)Dn
ηG(t, η)|dη.

Оскiльки ψ ∈ WΩ1
M1

(R), то при деяких c, a, b > 0 справ-
джуються нерiвностi (див. п. 5.1)

|ξkDn
ξψ(ξ)| ≤ cn!

( b1
ρn

)n(µk
a

)k
exp{Ω1(ρn)−

−M1(µk)}, {k, n} ⊂ Z+, {ξ, η} ⊂ R.

Звiдси, при кожному η ∈ R дiстаємо оцiнки:

sup
ξ∈R

|ξkψ(ξ + η)| = sup
y∈R

|(y − η)kψ(y)| =

= sup
y∈R

∣∣∣ k∑
l=0

C l
ky

l(−η)k−lψ(y)
∣∣∣ ≤

≤
k∑
l=0

C l
k|η|k−l sup

y∈R
|ylψ(y)| ≤ c

k∑
l=0

C l
k

(µl
a

)l
|η|k−le−M(µl).

(5.17)
Як встановлено ранiше, G(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R) при кожному

t > 0, тому для функцiї G та її похiдних (за змiнною η)
справджуються оцiнки:

|Dn
ηG(t, η)| ≤ c̃

( b̃
ρn

)n
n!eΩ(ρn)e−M1(ãη), n ∈ Z+, n ∈ R,

з деякими сталими c̃, b̃, ã > 0, залежними вiд t, ρn = ρn(t).
Урахувавши (5.17) та останню нерiвнiсть, знайдемо, що

|ξkDn
ξΦt,R(ξ)| ≤ cc̃

( b̃
ρn

)n
n!eΩ(ρn)

k∑
l=0

C l
k

(µl
a

)l
e−M1(µl)×
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×
+∞∫

−∞

|η|k−le−M1(ãη)dη.

Здiйснивши замiну змiнної iнтегрування ãη = z, прийдемо
до спiввiдношення

+∞∫
−∞

|η|k−l exp{−M1(ãη)}dη =

=
(1
a

)k−l+1
+∞∫

−∞

|z|k−l exp{−M1(z)}dz =

= 2
(1
a

)k−l+1
∞∫
0

zk−l exp{−M1(z)}dz.

Скориставшись властивiстю опуклостi функцiї M1,
знайдемо, що

exp{−M1(z)} ≤ exp
{
−M1

(z
2

)}
· exp

{
−M1

(z
2

)}
.

Тодi

Jk−l :=

∞∫
0

zk−l exp{−M1(z)}dz ≤ sup
z≥0

(
zk−l exp

{
−M1

(z
2

)})
×

×
∞∫
0

exp
{
−M1

(z
2

)}
dz.

Оскiльки

sup
z≥0

(
zk−l exp

{
−M1

(z
2

)})
= (2µ̃k−l)

k−le−M1(µ̃k−l),
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то правильна нерiвнiсть

Jk−l ≤ c0(2µ̃k−l)
k−le−M1(µ̃k−l), l ∈ {0, 1, . . . , k},

де c0 =
∞∫
0

exp
{
−M1

(z
2

)}
dz.

Тодi

|ξkDn
ξΦt,R(ξ)| ≤

2c0cc̃

a

( b̃
ρn

)n
n!eΩ1(ρn)

k∑
l=0

C l
k

(µl
a

)l
e−M1(µl)×

×(2µ̃k−l)
k−le−M1(µ̃k−l).

Далi зауважимо, що µ̃k < µk при t > 1, оскiльки µ̃k = µ̃k(t).
Тодi

Λ :=
(µl
a

)l
e−M1(µl)µ̃k−lk−le

−M1(µ̃k−l) ≤
(µl
a

)l
e−M1(µl)µk−lk−l ≤

≤
(µl
a

)l
e−M1(µl)µk−lk−le

−M(µk−l)eM1(µk−l).

Зауважимо, що sup
z≥0

zke−M1(x) = µkke
−M1(µk). Тодi

µlle
−M1(µl)µk−lk−le

−M1(µk−l) = sup
z≥0

(zle−M1(z)) · sup
z≥0

(zk−le−M1(z)) ≤

≤ sup
z≥0

(zke−M1(z)) = µlke
−M1(µk).

Отже,

Λ ≤ µkke
−M1(µk)

(1
a

)l
eM1(µk−l) ≤

(1
a

)l
ek−lµkke

−M1(µk);

тут враховано, що eM1(µk) < ek. Справдi,

M1(µk) =

µk∫
0

µ1(ξ)dξ, k ≥ 1.
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Згiдно з теоремою про середнє значення маємо, що

∀k ≥ 1∃ξk ∈ (0, µk) : M1(µk) = µkµ1(ξk).

Функцiя µ1 є зростаючою i неперервною, тому M1(µk) <
µk ·µ1(µk) = k, k ≥ 1. Отже, expM1(µk) < ek. Таким чином,

|ξkDn
ξΦt,R(ξ)| ≤ c̃n!

( b̃
ρn

)n
(αµk)

keΩ1(ρn)−M1(µk)×

×
k∑
l=0

C l
k

(1
a

)l
(2e)k−l = α0n!

( b̃
ρn

)n
(αµk)

keΩ1(ρn)−M1(µk),

(5.18)

де α0 = 2c0cc̃a
−1, α =

1

a
+ 2e, звiдки й випливає, що

Φt,R(ξ) ∈ WΩ1
M1

(R) при кожному t > 1 i R > 0. Зауважимо
також, що сталi в нерiвностi (5.18) не залежать вiд R.

Далi, не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що
G(t, x) = G(t,−x) (або G(t, x) = −G(t,−x)), x ∈ R, бо
G завжди можна подати у виглядi суми G1 +G2, де

G1(t, x) =
1

2
[G(t, x)+G(t,−x)], G2(t, x) =

1

2
[G(t, x)−G(t,−x)].

Тодi Φt(ξ) можна подати у виглядi

Φt(ξ) = (G(t, ·) ∗ ψ)(ξ), ξ ∈ R, t > 1.

Отже,

F [Φt] = F [G(t, ·) ∗ ψ] = F [G(t, ·)] · F [ψ] = Q(t, ·)F [ψ].

Якщо ψ ∈ WΩ1
M1

(R), то F [ψ] ∈ WΩ
M(R). Крiм того, як вста-

новлено ранiше, Q(t, ·) ∈ WΩ
M(R) при кожному t > 0. Тодi

F [Φt] ∈ WΩ
M(R), тобто Φt ∈ WΩ1

M1
(R) при кожному t > 1.

Звiдси випливає також, що

Jt,R(ξ) := Φt(ξ)− Φt,R(ξ) =

∫
|x|>R

G(t, x− ξ)ψ(x)dx
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є елементом простору WΩ1
M1

(R) при кожному t > 1 i R > 0.
Далi безпосередньо переконуємося в тому, що Jt,R → 0 при
R → +∞ у просторi WΩ1

M1
(R), враховуючи при цьому, що

сталi в нерiвностях (5.18) не залежать вiд R > 0. Отже,
властивостi а), б) виконуються.

Оскiльки f ∈ (WΩ1
M1

(R), ∗)′ – згортувач у просторi
WΩ1
M1

(R), то f ∗ ψ̌ ∈ WΩ1
M1

(R). Звiдси, зокрема, дiстаємо,
що

|(f ∗ ψ̌)(y)| ≤ cexp{−M1(ay)}, y ∈ R,
сталi c, a > 0 не залежать вiд y. Урахувавши останню
нерiвнiсть та оцiнку (5.11), знайдемо, що

|⟨u(t, ·), ψ⟩| ≤
+∞∫

−∞

|G(t,−y)| · |(f ∗ ψ̌)(y)|dy ≤

≤ c̃d−1

+∞∫
−∞

exp{−M1(ay)}dy = ω0t
−1, ∀y ∈ R.

Перейшовши тут до границi при t → +∞, дiстанемо,
що ⟨u(t, ·), ψ⟩ → 0 при t → +∞ для довiльної функцiї
ψ ∈ WΩ1

M1
(R), що й потрiбно було довести.

Як приклад, розглянемо рiвняння (5.4) з оператором
Aφ, побудованим за функцiєю φ(x) = −x2/2, x ∈ R. У

цьому випадку Aφ =
(
− i

d

dx

)2
/2 =

1

2

d2

dx2
, а рiвняння (5.4)

– це рiвняння

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
, (t, x) ∈ Ω. (5.19)

Функцiя φ(z) = −z
2

2
є елементом простору PΩ

M , де M(x) =

x2/2, Ω(y) = y2/2. Справдi, e−z2/2 ∈ W
y2/x

x2/2 , оскiльки

|e−z2/2| = |e−(x+iy)2/2| = e−x
2/2+y2/2.
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Крiм того, функцiя −z2/2 – мультиплiкатор у про-
сторi W y2/2

x2/2 . Функцiя Q1(t, z) = e−tz
2/2 задовольняє умову

(5.7). Внаслiдок теореми 5.1 нелокальна m-точкова за ча-
сом задача для рiвняння (5.19) коректно розв’язна, якщо
f ∈ (WΩ1

M1
(R), ∗)′, де Ω1 та M1 – функцiї, двоїстi за Юнгом

до функцiй M та Ω вiдповiдно. У цьому випадку маємо
Ω1(y) = y2/2, M1(x) = x2/2 (див. приклад з п. 5.1). Отже,
для рiвняння (5.19) вказана задача коректно розв’язна, як-
що f ∈ (W

y2/2

x2/2 (R), ∗)
′, при цьому u(t, x) = f ∗G(t, x), де

G(t, x) =
1√
2

∞∑
r=0

1

µr+1

∑
r1+···+rm=r

r!µr11 . . . µ
rm
m

r1! . . . rm!

1√
π(λ, r)

e−
x2

2(λ,r) ,

де (λ, r) = t1r1 + · · · + tmrm + t. Зокрема, якщо f = δ ∈
(W

y2/2

x2/2 (R), ∗)
′, то u(t, x) = G(t, x). Якщо m = 1 (випадок

двоточкової задачi), f = δ, то

u(t, x) = (
√
2µ)−1

∞∑
r=0

(µ1

µ

)r 1√
π(t+ rt1)

e
− x2

2(t+rt1) .

5.3. Еволюцiйнi рiвняння iз
псевдодиференцiальними операторами,
побудованими за змiнними символами

Розглянемо функцiю a(t, x; σ), задану на [0, T ]×R×R,
яка задовольняє умови:

1) a(t, x; σ) – неперервно диференцiйовна функцiя аргу-
мента t ∈ [0, T ] (при фiксованих x, σ); a(t, x; σ) – непе-
рервно диференцiйовна обмежена на R функцiя ар-
гумента x (при фiксованих t, σ);

2) при фiксованих t, x функцiя a(t, x;σ), як функцiя змiн-
ної σ, допускає аналiтичне продовження у всю ком-
плексну площину; a(t, x; ·) ∈ PΩ

M , ∀(t, x) ∈ [0, T ]×R ≡
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ΠT , при цьому

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀σ + iτ ∈ C : |a(t, x;σ + iτ)| ≤

≤ cε exp{M(εσ) + Ω(ετ)}, ∀(t, x) ∈ ΠT ,

∃c, a, b > 0 : | exp{a(t, x; σ + iτ)}| ≤

≤ c exp{−M(aσ) + Ω(bτ)}, ∀(t, x) ∈ ΠT .

Вважаємо також, що функцiя M задовольняє умову:

∃c0 > 0 ∀x ∈ R : M(x) ≥ c0|x|α,

де α > 2 – фiксований параметр.
Розглянемо псевдодиференцiальний оператор A, побу-

дований за символом a(t, x;σ):

(Aψ)(x) := F−1
σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ[ψ(x)](σ)](x), ∀ψ ∈ WΩ1

M1
(R),

де M1, Ω1 – функцiї, двоїстi за Юнгом вiдповiдно до функ-
цiй Ω та M . Iз властивостей функцiї a(t, x;σ) випливає, що
Aψ ∈ K(R) при кожному t ∈ [0, T ], де K(R) – нормований
простiр, який складається з неперервних обмежених на R
функцiй φ з нормою ||φ|| = sup

x∈R
|φ(x)|. Оскiльки перетво-

рення Фур’є (пряме та обернене) є неперервним у просто-
рах типу W , то звiдси випливає, що A: WΩ1

M1
(R) −→ K(R)

– лiнiйний i неперервний оператор. Зазначимо також (див.
п. 5.1), що A можна розумiти як оператор диференцiюван-
ня нескiнченного порядку, тобто

A =
∞∑
k=0

ck(t, x)(−iDx)
k,

за умови, що a(t, x;σ) =
∞∑
k=0

ck(t, x)σ
k – ряд Тейлора

функцiї-символа a за змiнною σ (при фiксованих t, x).
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У смузi Π′
T = {(t, x) : 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ R} розглянемо

задачу про знаходження розв’язку еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)/∂t = Au(t, x), (t, x) ∈ Π′
T , (5.20)

який задовольняє умови: u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x),

µ lim
t→τ+0

u1(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u1(t, x) = φ(x), (5.21)

lim
t→τ+0

u2(t, x) = 0, (5.22)

у кожнiй точцi x ∈ R для фiксованої функцiї φ ∈ WΩ1
M1

(R),
де m ∈ N, {µ, µ1, ..., µm} ⊂ ⊂ (0,+∞), {t1, ..., tm} ⊂ (τ, T ] –

фiксованi числа, причому µ > m
m∑
k=1

µk, 0 ≤ τ < t1 < <

... < tm = T . Задачу (5.20) – (5.22) називатимемо нело-
кальною за часом m-точковою (багатоточковою) задачею
для рiвняння (5.20).

Пiд фундаментальним розв’язком задачi (5.20) — (5.22)
розумiтимемо функцiю

Z(t, x; τ, ξ) = V (t, x; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ), (t, x) ∈ Π′
T ,

0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ R,
яка володiє властивостями:
1) LZ(t, x; τ, ξ) = 0, L ≡ L(t, x;A, ∂/∂t) := ∂/∂t−A, тобто

Z, як функцiя t, x (при фiксованих τ, ξ), є розв’язком
рiвняння (5.20);

2) µ lim
t→τ+0

∫
R

V (t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ −

m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

V (t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ = φ(x),

lim
t→τ+0

∫
R

Γ(t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ = 0,
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у кожнiй точцi x ∈ R для довiльної функцiї φ ∈ WΩ1
M1

(R).
Для побудови функцiї Z скористаємося методом Левi

(методом параметрикса). З цiєю метою символ a(t, x;σ)
зафiксуємо у точцi (t, x) = (χ, ξ), χ ∈ [τ, T ], ξ ∈ R, i роз-
глянемо нелокальну m-точкову задачу для еволюцiйного
рiвняння зi сталим символом a(χ, ξ;σ):

L(χ, ξ;A, ∂/∂t)v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π′
T , (5.23)

µ lim
t→τ+0

v(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

v(t, x) = φ(x), φ ∈ WΩ1
M1

(R).

(5.24)
Розв’язок задачi (5.23), (5.24) шукатимемо за допомо-

гою перетворення Фур’є у виглядi v(t, x) = F [ṽ(t, ·)](x),
(t, x) ∈ Π′

T . Для функцiї ṽ : Π′
T −→ R дiстаємо задачу з

параметром σ:

dṽ(t, σ)

dt
= a(χ, ξ;σ)ṽ(t, σ), (t, σ) ∈ Π′

T , (5.25)

µ lim
t→τ+0

ṽ(t, σ)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ṽ(t, σ) = φ̃(σ), (5.26)

де φ̃(σ) = F−1[φ](σ). Загальний розв’язок рiвняння (5.25)
має вигляд:

ṽ(t, σ) = c exp{(t− τ)a(χ, ξ; σ)}, (t, σ) ∈ Π′
T , (5.27)

де c = c(σ) визначається з умови (5.26). Пiдставивши
(5.27) в (5.26), знайдемо, що

c = φ̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{(tk − τ)a(χ, ξ; σ)}

)−1

, σ ∈ R.

Отже, формальним розв’язком задачi (5.23), (5.24) є функ-
цiя

v(t, x) = (2π)−1

∫
R

ṽ(t, σ)e−ixσdσ, (t, x) ∈ Π′
T .
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Введемо позначення: G(t − τ, x;χ, ξ) = F−1
σ→x[Q(t −

τ, χ; ξ, σ)], де

Q(t− τ, χ; ξ, σ) = exp{(tk − τ)a(χ, ξ; σ)}×

×

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{(tk − τ)a(χ, ξ;σ)}

)−1

.

Тодi, мiркуючи формально, знайдемо, що

v(t, x) =

∫
R

G(t−τ, x−ω;χ, ξ)φ(ω)dω = G(t−τ, x;χ, ξ)∗φ(x).

Справдi,

v(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t−τ, χ; ξ, σ)

∫
R

φ(ω)e−iσωdω

 eiσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t− τ, χ; ξ, σ)eiσ(x−ω)dσ

φ(ω)dω =

=

∫
R

G(t−τ, x−ω;χ, ξ)φ(ω)ω2ν+1dω = G(t−τ, x;χ, ξ)∗φ(x),

що й потрiбно було довести. Зауважимо, що корект-
нiсть проведених тут перетворень випливає з властивостей
функцiї G, якi ми наведемо нижче. Властивостi функцiї
G залежать вiд властивостей функцiї Q, оскiльки G =
F−1[Q]. Мiркуючи аналогiчно тому, як це було зроблено
при доведенi лем 5.1, 5.2 (див. п. 5.2), прийдемо до твер-
дження: iснують сталi c, a, b > 0, не залежнi вiд t, τ, x, ξ
такi, що для функцiї Q та її похiдних (за змiнною σ) справ-
джуються оцiнки

|Dn
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤ c

(
be

ρn

)n
n!e−(t−τ)M(aσ), n ∈ Z+,

(5.28)
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де ρn – розв’язок рiвняння σω(σ) = n, n ∈ Z+, ω = Ω′.
Внаслiдок формули Стiрлiнга n! =√

2πnnne−neθ/(12n), 0 < θ < 1. Тодi, використавши
(5.28) та оцiнку M(σ) ≥ c0|σ|α, σ ∈ R, знайдемо, що

|Dq
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤

≤ ce
√
2π

√
q
(q
e

)q (be
ρq

)q
exp{−(t− τ)c̃0|σ|α}.

Зазначимо, що

∃c1 > 0 ∀q ∈ Z+ :

√
q

ρqq
≤ c1.

Тодi

|Dq
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤ c2b

qqq exp{−c̃0(t− τ)|σ|α}, (5.29)

де c2 = cc1e
√
2π. Безпосередньо переконуємося в тому, що

справджуються нерiвностi

|σk exp{−c′0(t− τ)|σ|α}| ≤ (t− τ)−k/αBkkk/α, k ∈ Z+,

де c′0 = c̃0/2, B = (αc̃0
′e)−1/α. З останньої нерiвностi вип-

ливають оцiнки

|σkDq
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤

≤ c2B
k(t− τ)−k/αkk/αbqqq exp{−c′0(t− τ)|σ|α}. (5.30)

На пiдставi оцiнок (4.53) робимо висновок, що при t > τ
функцiя Q, як функцiя аргумента σ, є елементом простору
S1
1/α.

Далi скористаємося спiввiдношенням

xqDk
xF [φ](x) = ik+qF

[
(σkφ(σ))(q)

]
=

= ik+q
∫
R

(σkφ(σ))(q)eixσdσ, {k, q} ⊂ Z+, φ ∈ S1
1/α.
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Отже,

xqDk
xG(t− τ, x;χ, ξ) = (2π)−1(−1)qik+q×

×
∫
R

(σkQ(t− τ, χ; ξ,−σ))(q)eixσdσ.

Iз результатiв, наведених в [22, c. 243] випливає, що подвiй-
на послiдовнiсть mkq = kk/αqq, {k, q} ⊂ Z+, задовольняє
нерiвнiсть

kq
mk−1,q−1

mkq

≤ γ(k + q), γ > 0.

Тодi, застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання
добутку двох функцiй, оцiнки (5.30) похiдних функцiї Q
та останню нерiвнiсть знайдемо, що

|(σkQ(t−τ, χ; ξ, σ))(q)| =

∣∣∣∣∣
q∑
p=0

Cp
q (σ

k)(p)Q(q−p)(t− τ, χ; ξ, σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |σkQ(q)(t− τ, χ; ξ, σ)|+ kq|σk−1Q(q−1)(t− τ, χ; ξ,−σ)|+

+
k(k − 1)

2
q(q − 1)|σk−2Q(q−2)(t− τ, χ; ξ,−σ)|+ ... ≤

≤ c2

[
Bkbqmkq(t−τ)−k/α+kqBk−1bq−1mk−1,q−1(t−τ)−(k−1)/α+

+
k(k − 1)

2
q(q − 1)Bk−2bq−2mk−2,q−2(t− τ)−(k−2)/α + ...

]
×

×e−c′0(t−τ)|σ|α ≤ c2B
kbqmkq(t− τ)−k/α

[
1 +

T 1/α

bB
kq
mk−1,q−1

mkq

+

+
1

2

T 2/α

b2B2
kq
mk−1,q−1

mkq

(k − 1)(q − 1)
mk−2,q−2

mk−1,q−1

+ ...

]
e−c

′
0(t−τ)|σ|α ≤

≤ c2B
kbqmkq(t− τ)−k/α

[
1 +

γT 1/α

bB
(k + q)+
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+
γ2T 2/α

1 · 2 · b2B2
(k + q)2 + . . .

]
e−c

′
0(t−τ)|σ|α ≤

≤ c2B
k
1 b
q
1mkq(t− τ)−k/αe−c

′
0(t−τ)|σ|α =

= c2B
k
1 b
q
1(t− τ)−k/αkk/αqqe−c

′
0(t−τ)|σ|α ,

де B1 = BeγT
1/α/(bB), b1 = beγT

1/α/(bB).
Отже,

|xqDk
xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤ c2(2π)

−1Bk
1b
q
1(t− τ)−k/αkk/αqq×

×
∫
R

e−c
′
0(t−τ)|σ|αdσ ≤ c3B

k
1b
q
1(t−τ)−(k+1)/αkk/αqq, {k, q} ⊂ Z+.

Тодi

|Dk
xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤ c3B

k
1 (t− τ)−(k+1)/αkk/α inf

q

bq1q
q

|x|q
≤

≤ c4B
k
1 (t− τ)−(k+1)/αkk/αe−b0|x|, x ∈ R, k ∈ Z+,

де b0 = (b1)
−1.Таким чином, правильним є наступне твер-

дження.
Лема 5.5. Для функцiї G та її похiдних (за змiнною

x) справджуються нерiвностi

|Dk
xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤ c4B

k
1 (t− τ)−(k+1)/αkk/αe−b0|x|, (5.31)

k ∈ Z+, x ∈ R,
сталi c4, B1, b0 > 0 не залежать вiд t− τ, χ, ξ.

Функцiя

G(t− τ, x;χ, ξ) = (2π)−1

∫
R

Q(t− τ, χ; ξ, σ)e−ixσdσ (5.32)

є неперервною функцiєю аргумента t ∈ (τ, T ]. Справдi, з
(5.28) випливає, що для t ≥ t0 > τ справджується оцiнка

|Q(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤ c exp{−(t0 − τ)c0|σ|α}, σ ∈ R.
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Звiдси вже дiстаємо, що iнтеграл (5.32) збiгається рiвно-
мiрно у довiльнiй смузi {(t, σ) : τ < t0 ≤ t ≤ T, σ ∈ R},
t0 > 0, тому функцiя G є неперервною у кожнiй точцi про-
мiжку (τ, T ].

Аналогiчно доводимо диференцiйовнiсть по t
функцiї G. Справдi, формально диференцiюючи
(5.32) по t, пiд знаком iнтеграла дiстанемо функцiю
a(χ, ξ; σ)Q(t − τ, χ; ξ, σ)e−ixσ, модуль якої для t ≥ t0
оцiнюється функцiєю

c exp{M(εσ)−(t0−τ)M(aσ)} ≤ c exp{M(εσ)−M(a(t0−τ)σ)} ≤

≤ c exp{−M((a(t0 − τ)− ε)σ)}, 0 < ε < a(t0 − τ);

тут врахована умова 2), яку задовольняє функцiя
a(χ, ξ; σ), оцiнка (5.28), а також нерiвнiсть опуклостi для
функцiї M ; вважаємо також, що 0 < t0 − τ < 1, при цьому
справджується нерiвнiсть

−(t0 − τ)M(aσ) ≤ −M(a(t0 − τ)σ)

(див. п. 5.2). Отже, мажорантою є iнтегровна функцiя
exp{−M(aσ)}, a = a(t0 − τ) − ε, а iнтеграл вiд похiдної
пiдiнтегральної функцiї в (5.32) збiгається рiвномiрно на
довiльному промiжку [t0, T ], t0 > τ , i тому похiдну пiд зна-
ком iнтеграла в (5.32) можна застосувати в кожнiй точцi
t ∈ (τ, T ]. Зазначимо також, що функцiя ∂G/∂t є непере-
рвною по t функцiєю (при фiксованому x).

Лема 5.6. Функцiя G, як абстрактна функцiя пара-
метра t ∈ (τ, T ] iз значеннями в просторi S1/α

1 , диферен-
цiйовна по t.

Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворен-
ня Фур’є (прямого та оберненого) у просторах типу S
випливає, що для доведення леми досить встановити, що
функцiя F [G(t − τ, ·, ·, ·)] = Q(t − τ, ·, ·, ·), як абстрактна
функцiя параметра t iз значеннями в просторi F [S1/α

1 ] =
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S1
1/α, диференцiйовна по t. Iншими словами, потрiбно до-

вести, що граничне спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+∆t− τ, χ; ξ, σ)−Q(t− τ, χ; ξ, σ)] −→

∂

∂t
Q(t− τ, χ; ξ, σ), ∆t→ 0,

виконується в тому розумiннi, що

1) Ds
σΦ∆t(σ)−→

∆t→0
Ds
σ(a(χ, ξ;σ)Q(t − τ, χ; ξ, σ)), s ∈ Z+, рiв-

номiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;

2) |Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ cB

s
sse−a|σ|

α , s ∈ Z+, де сталi c, a, b > 0 не
залежать вiд ∆t, якщо ∆t досить мале.

Функцiя Q(t − τ, χ; ξ, σ) диференцiйовна по t у зви-
чайному розумiннi, тому, внаслiдок теореми Лагранжа про
скiнченнi прирости,

Φ∆t(σ) = a(χ, ξ; σ)Q(t−τ+θ∆t, χ; ξ, σ), 0 < θ < 1, t+θ∆t ≤ T.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C l
sD

l
σa(χ, ξ;σ)D

s−l
σ Q(t− τ + θ∆t, χ; ξ, σ);

i
Ds
σ

(
Φ∆t(σ)−

∂

∂t
Q(t− τ, χ; ξ, σ)

)
=

=
s∑
l=0

C l
sD

l
σa(χ, ξ;σ)[D

s−l
σ Q(t− τ + θ∆t, χ; ξ, σ)−

−Ds−l
σ Q(t− τ, χ; ξ, σ)].

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t− τ + θ∆t, χ; ξ, σ)−Ds−l

σ Q(t− τ, χ; ξ, σ) =
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= Ds−l+1
σ Q(t− τ + θ1∆t, χ; ξ, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (5.28) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t− τ + θ1∆t, χ; ξ, σ)θ∆t −→ 0, ∆t→ 0,

рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Тодi i

Ds
σΦ∆t(σ) −→ Ds

σ

(
∂

∂t
Q(t− τ, χ; ξ, σ)

)
при ∆t → 0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R.
Отже, умова 1) виконується.

Оскiльки a(χ, ξ;σ), як функцiя σ, – мультиплiкатор
у просторi WΩ

M (див. умову 2)), то

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀σ + iτ ∈ C : |a(χ, ξ;σ)| ≤ cεe
M(εσ)+Ω(ετ),

(5.33)
∀(χ, ξ) ∈ ΠT .

Внаслiдок iнтегральної формули Кошi, маємо, що

Dn
σa(χ, ξ;σ) =

n!

2πi

∫
ΓR

a(χ, ξ; z)

(z − σ)n+1
dz, n ∈ Z+,

де ΓR – коло радiуса R з центром в точцi σ ∈ R. Тодi,
скориставшись (5.33), знайдемо, що

|Dn
σa(χ, ξ; σ)| ≤ cε

n!

Rn
eM(ε(σ+R))+Ω(εR) ≤ cεn! inf

R

eΩ(εR)

Rn
×

×eM(ε(σ+R)) = cεε
nρ−nn n!eΩ(ρn)eM(ε(σ+R)) ≤

≤ c̃ε(2eε)
nnneM(ε(σ+R)), σ ≥ 0,

де ρn – розв’язок рiвняння σω(σ) = n, n ∈ Z+, ω = Ω′ (тут
враховано, що послiдовнiсть ρ−1

n є монотонно спадною).
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При достатньо великих значеннях σ > 0 справджується
нерiвнiсть ε(σ+R) ≤ (ε+R)σ. Оскiльки функцiя M моно-
тонно зростає на [0,+∞), то при цих же значеннях σ має-
мо, що M(ε(σ +R)) ≤M((ε+R)σ). Для всiх σ ≥ 0 справ-
джується нерiвнiсть M(ε(σ + R)) ≤ ≤ M((ε + R)σ) + cR.
Отже, для σ ≥ 0

eM(ε(σ+R)) ≤ c̃Re
M((ε+R)σ).

Далi, при заданому ε > 0 вважатимемо, що R = ε. Тодi

|Dn
σa(χ, ξ; σ)| ≤ c̃ε(2eε)

nnneM(2εσ), n ∈ Z+, (5.34)

Урахувавши (5.34), (5.28) та (5.29), знайдемо, що

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤

s∑
l=0

C l
s|Dl

σa(χ, ξ;σ)|·|Ds−l
σ Q(t−τ+θ∆t, χ; ξ, σ)| ≤

≤ c2c̃ε

s∑
l=0

C l
sB

lll(2eε)s−l(s− l)s−leM(2εσ)−(t−τ+θ∆t)M(aσ) ≤

≤ cB
s
sseM(2εσ)−(t−τ)M(aσ),

де c = c2c̃ε, B = 2max{B, 2eε}. Вважаємо, що 0 < t −
τ < 1. Тодi −(t − τ)M(aσ) ≤ ≤ −M((t − τ)aσ) (випадок
t− τ ≥ 1 зводиться до попереднього). Вiзьмемо ε =

a

4
(t−

τ). Скориставшись нерiвнiстю опуклостi для функцiї M ,
знайдемо, що

M(2εσ)−M(a(t− τ)σ) ≤ −M(a(t− τ)− 2ε)σ =M(a1σ),

a1 =
a

2
(t− τ) > 0.

Тодi

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ cB

s
sse−M(a1σ) ≤ cB

s
sse−a|σ|

α

, a = c0|a1|α, σ ≥ 0,
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причому сталi c, a, B > 0 не залежать вiд ∆t (для досить
малих значень ∆t). Випадок σ < 0 розглядається анало-
гiчно. Таким чином, умова 2) також виконується. Лема
доведена.

Оскiльки S
1/α
1 ⊂ S1

1 , α > 1, то з леми 5.6 випливає,
що G, як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями
в просторi S1

1 , диференцiйовна по t.

Лема 5.7. У просторi
(
S
1/α
1

)′
справджується гра-

ничне спiввiдношення

µ lim
t→τ+0

G(t−τ, x; τ, ξ)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

G(t−τ, x; τ, ξ) = δ. (5.35)

Доведення. Скориставшись властивiстю неперервно-
стi перетворення Фур’є та функцiїG, як абстрактної функ-
цiї параметра t iз значеннями в просторi S1/α

1 , спiввiдно-
шення (5.35) замiнимо граничним спiввiдношенням

µ lim
t→τ+0

F [G(t−τ, ·; τ, ξ)]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [G(t−τ, ·; τ, ξ)] = F [δ]

(5.36)

у просторi
(
S1
1/α

)′
. Урахувавши зображення функцiї G,

(5.36) подамо у виглядi

µ lim
t→τ+0

Q(t−τ, τ ; ξ, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q(t−τ, τ ; ξ, ·) = 1. (5.37)

Для доведення (5.37) вiзьмемо довiльну функцiю φ ∈ S1
1/α

i, скориставшись теоремою про граничний перехiд пiд зна-
ком iнтеграла Лебега, знайдемо що

µ lim
t→τ+0

< Q(t− τ, τ ; ξ, ·), φ > −

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

< Q(t− τ, τ ; ξ, ·), φ >=
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= µ lim
t→τ+0

∫
R

Q(t− τ, τ ; ξ, σ)φ(σ)dσ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

Q(t− τ, τ ; ξ, σ)φ(σ)dσ =

=

∫
R

(
µQ2(τ, τ ; ξ, σ)−

m∑
k=1

µkQ1(tk − τ, τ ; ξ, σ)Q2(τ, τ ; ξ, σ)

)
×

×φ(σ)dσ =

∫
R

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk − τ, τ ; ξ, σ)

)
Q2(τ, τ ; ξ, σ)×

×φ(σ)dσ =

∫
R

φ(σ)dσ =< 1, φ >;

тут
Q1(t− τ, τ ; ξ, σ) = exp{(t− τ)a(τ ; ξ, σ)},

Q2(τ, τ ; ξ, σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk − τ, τ ; ξ, σ)

)−1

,

Q(t− τ, τ ; ξ, σ) = Q1(t− τ, τ ; ξ, σ)Q2(τ, τ ; ξ, σ);

Q(t− τ, τ ; ξ, ·) розумiємо як регулярну узагальнену функ-

цiю з простору
(
S1
1/α

)′
. Звiдси вже випливає, що спiввiдно-

шення (5.37) виконується в просторi
(
S1
1/α

)′
, а отже, пра-

вильним є спiввiдношення (5.35).

Зауважимо, що оскiльки S
1/α
1 ⊂ S1

1 ⊂ (S1
1)

′ ⊂
(
S
1/α
1

)′
,

то (5.35) виконується i в просторi (S1
1)

′.
Лема доведена.
Нехай G0 = G(t − τ, x; τ, 0), φ ∈ WΩ1

M1
(R) ⊂ S1

1 . Скори-
ставшись властивiстю неперервностi перетворення Фур’є
в просторах типу S та формулою

F [φ ∗G0] = F [φ] ·F [G0] = F [φ] ·Q0, Q0 = Q(t− τ, τ ; 0, σ),
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знайдемо, що

µ lim
t→τ+0

F [φ ∗G0]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [φ ∗G0] =

= F [φ]

(
µ lim
t→τ+0

Q0 −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q0

)
.

Урахувавши спiввiдношення (5.37), яке справджується
для кожного ξ ∈ R, зокрема i для ξ = 0, знайдемо, що

µ lim
t→τ+0

F [φ ∗G0]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [φ ∗G0] = F [φ].

Отже,

µ lim
t→τ+0

(φ ∗G0)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

(φ ∗G0) = φ.

Оскiльки, з iншого боку,

φ ∗G0 =

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ,

то для довiльної функцiї φ ∈ WΩ1
M1

(R) ⊂ S1
1 справджується

спiввiдношення

µ lim
t→τ+0

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ = φ(x) (5.38)

у кожнiй точцi x ∈ R.
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Зазначимо, що з (5.38) випливає також спiввiдношення

µ lim
t→τ+0

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ = φ(x) (5.39)

у кожнiй точцi x ∈ R для довiльної функцiї φ ∈ WΩ1
M1

(R).
Справдi, оскiльки∫

R

G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ =

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ+

+

∫
R

[G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)−G(t− τ, x− ξ; τ, 0)]φ(ξ)dξ;

то для доведення (5.39) досить встановити, що

µ lim
t→τ+0

∫
R

Φ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

Φ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ = 0, (5.40)

де

Φ(t− τ, x− ξ; τ, ξ) = G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)−G(t− τ, x− ξ; τ, 0).

Оскiльки φ ∈ S
1/α
1 , то правильним є спiввiдношення∫

R

Φ(t−τ, x−ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ = (2π)−1

∫
R

(∫
R

[Q(t−τ, τ ; ξ, σ)−

−Q(t− τ, τ ; 0, σ)]φ(ξ)eiξσdξ
)
e−ixσdσ. (5.41)
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Урахувавши (5.41), спiввiдношення (5.37), яке справд-
жується для довiльного ξ ∈ R, прийдемо до (5.39).

Зауважимо також, що граничне спiввiдношення (5.35)
виконується i в просторi (S1

1)
′.

Iз наведених вище результатiв випливає також, що
G(t− τ, x− ξ; τ, ξ), як функцiя t, x (при фiксованих τ, ξ), є
розв’язком рiвняння (5.20). Отже, за функцiю V (t, x; τ, ξ)
можна взяти G(t− τ, x− ξ; τ, ξ).

Нехай

I(t, τ, x) :=

t∫
τ

dµ

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ, (5.42)

де φ(t, x) – функцiя, задана на [0, T ] × R, неперервна по
t, φ(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R) при кожному t ∈ [0, T ]. У наступному

твердженнi дається формула застосування оператора ∂/∂t
до iнтеграла (5.42)).

Лема 5.8. Правильною є формула

∂I(t, τ, x)

∂t
=

t∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t−µ, x−ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ+φ(t, x).

(5.43)

Доведення. Розглянемо сiм’ю функцiй {Ih(t, τ, x), 0 <
h < t− τ}, де

Ih(t, τ, x) =

t−h∫
τ

dµ

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ ≡

≡
t−h∫
τ

g(t, µ, x)dµ,

g(t, µ, x) =

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ.
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Застосувавши правило Лопiталя диференцiювання iнте-
гралiв, залежних вiд параметра, знайдемо, що

∂Ih(t, τ, x)

∂t
=

t−h∫
τ

∂

∂t
g(t, µ, x)dµ+ g(t, t− h, x) =

=

t−h∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ+

+

∫
R

G(h, x− ξ; t− h, ξ)φ(t− h, ξ)dξ.

Доведемо, що {Ih, 0 < h < t− τ} збiгається при h→ 0

до функцiї I(t, τ, x), а
{
∂Ih
∂t

, 0 < h < t− τ

}
збiгається при

h → 0 рiвномiрно вiдносно t до правої частини (5.43). То-
дi, скориставшись вiдповiдною теоремою з математичного
аналiзу, дiстанемо, що функцiя I(t, τ, x) є диференцiйов-
ною по t, при цьому справджується рiвнiсть (5.43).

З леми 5.5 (див. (5.31)) випливає оцiнка

|G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)| ≤ c0(t− µ)−1/α exp{−b0|x− ξ|}.

Оскiльки sup
µ∈[0,T ]

|φ(µ, ξ)| ≤ c, ∀ξ ∈ R, то

∫
R

|G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)| · |φ(µ, ξ)|dξ ≤

≤ c̃(t− µ)−1/α

∫
R

exp{−b0|x− ξ|}dξ = c′(t− µ)−1/α,

c′ = c̃

∫
R

exp{−b0|z|}dz ≡ 2c̃b−1
0 .
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Звiдси дiстаємо, що

|Ih(t, τ, x)− I(t, τ, x)| ≤ c′
t∫

t−h

(t− µ)−1/αdµ =
h1−1/α

1− 1/α
,

1− 1/α > 0, (α > 2),

тобто lim
h→0

Ih(t, τ, x) = I(t, τ, x).
Нехай

βh(t, x) :=

t−h∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ,

β(t, x) :=

t∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ.

Оскiльки
∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ) =

= (2π)−1

∫
R

a(µ, ξ; σ)Q(t− µ, µ; ξ, σ)e−iσ(x−ξ)dσ,

то, врахувавши методику встановлення оцiнки функцiї |G|
(див. доведення леми 5.5), а також властивостi функцiї-
символа a (див. умову 2)), знайдено, що∣∣∣∣ ∂∂tG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)

∣∣∣∣ ≤ c′0(t− µ)−1/α exp{−a|x− ξ|},

(5.44)
де сталi c′0, a > 0 не залежать вiд µ, ξ; при цьому при оцiн-
цi пiдiнтегрального виразу Λ := |a(µ, ξ;σ)Q(t − µ, µ; ξ, σ)|
справджується нерiвнiсть

Λ ≤ b̃ exp{M(εσ)−M(a(t− µ)σ)},
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де ε > 0 – довiльно фiксований параметр. Iз властивостi
опуклостi функцiї M випливають нерiвностi

exp{M(εσ)−M(a(t−µ)σ)} ≤ exp{−M((a1(t−µ)−ε)σ)} =

= exp
{
−M

(a1
2
(t− µ)σ

)}
≤ exp{−d0(t− µ)|σ|α},

якщо покласти ε =
a1
2
(t−µ). Далi доведення оцiнки (5.44)

здiйснюється за схемою доведення оцiнки для |G|.
Урахувавши (5.44), а також нерiвнiсть sup

µ,ξ
|φ(µ, ξ)| ≤ c,

знайдемо, що∫
R

∣∣∣∣ ∂∂tG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)

∣∣∣∣ · |φ(µ, ξ)|dξ ≤ L(t− µ)−1/α,

де стала L > 0 не залежать вiд t, µ, x. Звiдси випливає, що

|βh(t, x)− β(t, x)| ≤ L

t∫
t−h

(t− µ)−1/αdµ =
Lh1−1/α

1− 1/α
−→ 0

при h→ 0 рiвномiрно вiдносно t.
Iз результатiв, наведених у лемi 5.5 випливає, що для

функцiї G(h, x− ξ; t− h, ξ) правильною є оцiнка

|G(h, x− ξ; t− h, ξ)| ≤ ch−1/α exp{−b0|x− ξ|},

яка є рiвномiрною вiдносно t. Звiдси, iз спiввiдношення
(5.39) (у якому слiд вважати µ = 1, µ1 = ... = µm = 0)
та властивостi неперервностi функцiї φ(t, x) за змiнною t,
випливає, що∫

R

G(h, x− ξ; t− h, ξ)φ(t− h, ξ)dξ −→ φ(t, x), h→ 0,
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рiвномiрно вiдносно t. Цим доведено, що сiм’я функцiй{
∂Ih
∂t

, 0 < h < t− τ

}
збiгається при h→ 0 рiвномiрно вiд-

носно t до правої частини (5.43).
Лема доведена.
Надалi оператор A у рiвняннi (5.20) розумiтимемо як

оператор, який дiє з простору X в K(R), де символом X
позначатимемо простiр, який складається з функцiй ψ ∈
WΩ1
M1

(R) з нормою ||ψ|| = sup
x∈R

|ψ(x)|.

Лема 5.9. Нехай φ(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] ∈ R, – функцiя,
неперервна за змiнною t, φ(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R). Правильною є

формула

AI(t, τ, x) =

t∫
τ

dµ

∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ. (5.45)

Доведення. Зазначимо, що Ih та I, як функцiї x,
є елементами простору X. Ця властивiсть випливає iз
спiввiдношення

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ) =
1

2π

∫
R

Q(t− µ, µ; ξ, σ)eiσξe−iσxdσ =

= F−1
σ→x[Q(t− µ, µ; ξ, σ)eiσξ]

та властивостей функцiї Q. Доведемо, що сiм’я функцiй

Ĩh(t, τ, x) = I(t, τ, x)− Ih(t, τ, x) =

=

t∫
t−h

dµ

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ

збiгається до нуля при h → 0 рiвномiрно на R, тобто, за
топологiєю просторуX. Урахувавши нерiвнiсть (5.31) (при
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k = 0), знайдемо, що∫
R

|G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)||φ(µ, ξ)|dξ ≤ c(t− µ)−1/α×

×
∫
R

exp{−b0|x− ξ|}dξ = c̃(t− µ)−1/α.

Тодi

|Ĩh(t, τ, x)| ≤ c̃

t∫
t−h

(t− µ)−1/αdµ = c1h
1−1/α −→ 0, h→ 0,

рiвномiрно вiдносно x ∈ R, що й потрiбно було довести.
Оскiльки A : X −→ K(R) – лiнiйний неперервний

оператор, Ih −→ I, при h → 0 в X, то AIh −→ AI при
h→ 0 в просторi K(R).

З iншого боку,

AIh(t, τ, x) = F−1
σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ[Ih]] =

=

t−h∫
τ

dµ

∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ

(перетворення Фур’є тут пiд знаком iнтеграла застосовне).
Зазначимо, що

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ) = F−1
σ→x[a(t, x; σ)Q(t− µ, µ; ξ, σ)eiσξ].

Тодi

AIh(t, τ, x) =

t−h∫
τ

dµ

∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ =
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=
1

2π

t−h∫
τ

dµ

∫
R

∫
R

a(t, x;σ)Q(t− µ, µ; ξ, σ)e−iσ(x−ξ)dσ

×

×φ(µ, ξ)dξ.
Введемо позначення:

Λ :=

t∫
τ

dµ

∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ − AIh(t, τ, x) =

=
1

2π

t∫
t−h

dµ

∫
R

∫
R

a(t, x;σ)Q(t− µ, µ; ξ, σ)e−iσ(x−ξ)dσ

×

×φ(µ, ξ)dξ.
Нагадаємо, що функцiї Q та a задовольняють нерiв-

ностi

|Q(t− µ, µ; ξ, σ)| ≤ ce−(t−µ)M(aσ), |a(t, x;σ)| ≤ cεe
M(εσ),

де ε > 0 – довiльно фiксований параметр.
Тодi

|a(t, x; σ)Q(t− µ, µ; ξ, σ)e−iσ(x−ξ)| ≤ c̃eM(εσ)−(t−µ)M(aσ).

Iз властивостi опуклостi функцiї M випливає оцiнка

M(εσ) ≤ 1

p
M(εpσ), p ∈ N. Передусiм пiдберемо p ∈ N

так, щоб виконувалась нерiвнiсть
1

p
≤ t−µ. Далi вiзьмемо

ε > 0 таке, що εp < a, тобто ε ∈
(
0,
a

p

)
. Тодi

exp{−(t− µ)M(aσ) +M(εσ)} ≤ exp{−(t− µ)M(aσ)+

+
1

p
M(εpσ)} ≤ exp{(t− µ)(M(εpσ)−M(aσ))}.
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Iз нерiвностi опуклостi для функцiї M випливає, що

M(εpσ)−M(aσ) ≤ −M((a− εp)σ) ≡ −M(aσ).

Тодi

eM(εσ)−(t−µ)M(aσ) ≤ e−(t−µ)M(aσ) ≤ e−c̃0(t−µ)|σ|
α

.

Урахувавши останню нерiвнiсть, знайдемо, що

|Λ| ≤ c̃

t∫
t−h

dµ

∫
R

∫
R

e−c̃0(t−µ)|σ|
α

dσ

 |φ(µ, ξ)|dξ ≤

≤ c̃

t∫
t−h

(t− µ)1/αdµ = c′h1−1/α −→ 0, h→ 0,

де c′ = c̃(1 − 1/α)γ, γ =

∫
R

e−c̃0|y|
α

dy ·
∫
R

sup
µ∈[0,T ]

|φ(µ, ξ)|dξ <

+∞. Отже,

AIh(t, τ, x) −→
t∫

τ

dµ

∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ

при h → 0 за топологiєю простору K(R). Iз властивостi
єдиностi границi випливає (5.45). Твердження доведено.

На пiдставi лем 5.8 та 5.9 робимо висновок, що при вка-
заних обмеженнях на функцiю φ правильною є формула

LI(t, τ, x) =

t∫
τ

dµ

∫
R

LG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ + φ(t, x).

(5.46)
Лема 5.10. Правильною є нерiвнiсть

|AG(t−µ, x−ξ;µ, ξ)| ≤ c(t−µ)−1/α exp{−a|x−ξ|}, t > µ ≥ 0,
(5.47)
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сталi c, a > 0 не залежать вiд t, µ.
Доведення. Скористаємося формулами

AG(t−µ, y;µ, ξ) = F−1
σ→y[a(t, x; σ)Q(t−µ, µ; ξ, σ)], y = x−ξ,

ykF [φ] = ikF [φ(k)] = ik
∫
R

φ(k)(σ)eiyσdσ, k ∈ Z+, y ∈ R.

Тодi
ykAG(t− µ, y;µ, ξ) =

= (2π)−1ik
∫
R

Dk
σ(a(t, x;−σ)Q(t− µ, µ; ξ,−σ))dσ.

Застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добут-
ку двох функцiй, знайдемо, що

Λk := |Dk
σ(a(t, x;−σ)Q(t− µ, µ; ξ,−σ))| ≤

≤
k∑
p=0

Cp
k |D

p
σa(t, x;−σ)| · |Dk−p

σ Q(t− µ, µ; ξ,−σ)|.

Урахувавши оцiнки (5.34), (5.29) похiдних функцiй Q та
a, знайдемо, що

Λk ≤ c(ε)
k∑
p=0

Cp
kε

pppBk−p(k − p)(k−p)eM(εσ)−(t−µ)M(aσ) ≤

≤ c(ε)LkkkeM(εσ)−(t−µ)M(aσ), L = 2max{ε, B},
ε > 0 – довiльно фiксоване. Аналогiчно тому, як це зроб-
лено при доведеннi леми 5.9 встановлюємо, що

eM(εσ)−M(aσ) ≤ ec̃0(t−µ)|σ|
α

.

Отже,

|ykAG(t− µ, y;µ, ξ)| ≤ c(ε)Lkkk
∫
R

e−c̃0(t−µ)|σ|
α

dσ =
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= c1(t− µ)−1/αLkkk,

c1 = c(ε)

∫
R

exp{−c̃0|z|α}dz <∞.

Звiдси дiстаємо нерiвностi

|AG(t− µ, y;µ, ξ)| ≤ c1(t− µ)−1/α inf
k

Lkkk

|y|k
≤

≤ c̃1(t−µ)−1/α exp{−a0|y|k} ≤ c̃1(t−µ)−1/α exp{−a0|x−ξ|},
сталi c̃1, a0 > 0 не залежать вiд t, µ, t > µ. Лема доведена.

Урахувавши оцiнки (5.44) та (5.47), прийдемо до такого
твердження: функцiя LG задовольняє нерiвнiсть

|LG(t− τ, x− ξ; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)−1/α exp{−a|x− ξ|}, (5.48)

де сталi c, a > 0 не залежать вiд t, τ , t > τ .
Перейдемо до побудови фундаментального розв’язку

багатоточкової задачi для рiвняння (5.20); цей розв’язок
шукаємо у виглядi суми:

Z(t, x; τ, ξ) = G(t− τ, x− ξ; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ), (t, x) ∈ Π′
T ,

(5.49)
де

Γ(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dµ

∫
R

G(t− µ, x− η;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)dη,

(5.50)
G – функцiя, визначена ранiше. Функцiю Φ(t, x; τ, ξ) пiдбе-
ремо так, щоб Z, як функцiя t, x, задовольняла рiвняння
(5.20). Застосувавши до Z оператор L та врахувавши при
цьому формули (5.43), (5.45), знайдемо, що це буде тодi й
лише тодi, коли

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t− τ, x; τ, ξ)+
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+

t∫
τ

dµ

∫
R

K(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)dη, (5.51)

де K(t− τ, x; τ, ξ) = −LG(t− τ, x− ξ; τ, ξ). Ряд

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ), K1 = K, (5.52)

Km(t− τ, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
R

K(t− β, x; β, η)×

×Km−1(β − τ, η; τ, ξ)dη,

є формальним розв’язком iнтегрального рiвняння (5.51).
Ряд (5.52) дослiдимо на абсолютну та рiвномiрну збiж-
нiсть при 0 < δ0 ≤ t−τ ≤ T . Для обґрунтування збiжностi
цього ряду здiйснимо оцiнку повторних ядер Km. Зазначи-
мо, що для |K1| = |LG| справджується нерiвнiсть (5.48).
Для оцiнки ядра K2 скористаємося наступним допомiж-
ним твердженням.

Нехай

I(x, ξ) :=

∫
R

exp{−a(|x− y|+ |y − ξ|)}dy, a > 0.

Для iнтеграла I справджується нерiвнiсть

I(x, ξ) ≤ c(ε) exp{−a(1− ε)|x− ξ|}, (5.53)

де 0 < ε < 1 – фiксований параметр, c(ε) = 2a−1ε−1.
Справдi, розглянемо функцiю φ(y) = |x − y| + |y − ξ|.

Безпосередньо переконуємося в тому, що вона задовольняє
нерiвнiсть φ(y) ≥ |x− ξ|. Зафiксуємо 0 < ε < 1. Тодi

I(x, ξ) = exp{−a(1− ε)|x− ξ|}
∫
R

e−aεφ(y)dy =
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= exp{−a(1−ε)|x−ξ|}
∫
R

e−aε|y−ξ|dy = c(ε) exp{−a(1−ε)|x−ξ|},

де c(ε) = a−1ε−1.
Урахувавши (5.48) та (5.53), оцiнимо ядро K2:

K2(t−τ, x; τ, ξ) =
t∫

τ

dβ

∫
R

K(t−β, x; β, η)K1(β−τ, η; τ, ξ)dη.

Отже,

|K2(t−τ, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dβ

∫
R

|K(t−β, x; β, η)||K1(β−τ, η; τ, ξ)|dη ≤

≤ c2
t∫

τ

∫
R

(t− β)−λ(β − τ)−λe−a(|x−η|+|η−ξ|)dη

 dβ ≤

≤ c2
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)−λdβ ·
∫
R

e−a(|x−η|+|η−ξ|)dη ≤

≤ c2c(ε)(t−τ)1−2λB(1−λ, 1−λ) exp{−a(1−ε)|x−ξ|}, λ = 1/α;
(5.54)

тут використана формула
b∫

a

(t− a)x−1(b− t)y−1dt = (b− a)x+y−1B(x, y),

Rex > 0, Re y > 0,

B(·, ·) – бета-функцiя.
Урахувавши (5.54), оцiнимо ядро K3:

|K3(t− τ, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dβ

∫
R

|K(t− β, x; β, η)|×
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×|K2(β − τ, η; τ, ξ)|dη ≤ c3c(ε)B(1− λ, 1− λ)×

×
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)1−2λ

∫
R

e−a(|x−η|+(1−ε)|η−ξ|)dη

 dβ.

Введемо позначення: φ(η) = |x− η|+ |η − ξ|. Тодi

|K3(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c3c(ε)B(1− λ, 1− λ)

t∫
τ

(t− β)−λ×

×(β − τ)1−2λdβ

∫
R

exp{−a(1− ε)φ(η)− aε|x− η|}dη.

Оскiльки φ(η) ≥ |x− ξ|, то∫
R

e−a(1−ε)φ(η)−aε|x−η|dη ≤ c(ε)e−a(1−ε)|x−ξ|,

де c(ε) =
∫
R

e−aε|x−η|dη = 2(aε)−1. Крiм того,

t∫
τ

(t− β)−λ(β − τ)1−2λdβ = (t− τ)2−3λB(1− λ, 2− 2λ).

Отже, |K3| оцiнюється наступним чином:

|K3(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c3c2(ε)B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)×

×(t− τ)2−3λ exp{−a(1− ε)|x− ξ|}.
Далi оцiнимо ядро K4, урахувавши оцiнки, якi задо-

вольняють ядра K ≡ K1 та K3:

|K4(t− τ, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dβ

∫
R

|K(t− β, x; β, η)|×
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×|K3(β−τ, η; τ, ξ)|dη ≤ c4c2(ε)B(1−λ, 1−λ)B(1−λ, 2−2λ)×

×
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)2−3λ

∫
R

e−aε|x−η| · e−a(1−ε)|η−ξ|dη

 dβ ≤

≤ c4c3(ε)B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)e−a(1−ε)|x−ξ|×

×
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)2−3λdβ.

Оскiльки
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)2−3λdβ = (t− τ)3−4λB(1− λ, 3− 3λ),

то для |K4| маємо оцiнку:

|K4(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c4c3(ε)B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)×

×B(1− λ, 3− 3λ)(t− τ)3−4λ exp{−a(1− ε)|x− ξ|}.
За допомогою методу математичної iндукцiї доводимо,

що

|Km(t−τ, x; τ, ξ)| ≤ cmcm−1(ε)B(1−λ, 1−λ)B(1−λ, 2−2λ)×

×B(1−λ, 3−3λ)...B(1−λ, (m−1)−(m−1)λ)(t−τ)m−1−mλ×
× exp{−a(1− ε)|x− ξ|}, m ≥ 2.

Урахувавши формули

B(z, ω) = Γ(z)Γ(ω)/Γ(z + ω)

(Γ – гамма-функцiя), Γ(1 + x) = xΓ(x), знайдемо, що

B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)B(1− λ, 3− 3λ) . . .

. . . B(1− λ, (m− 1)− (m− 1)λ) =
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=
Γ(1− λ)Γ(1− λ)Γ(1− λ)Γ(2− 2λ)Γ(1− λ)

Γ(2(1− λ))Γ(3(1− λ))Γ(4(1− λ))...Γ(m(1− λ))
×

×Γ(3− 3λ) . . .Γ((m− 1)(1− λ)) =

= Γ(1− λ)
Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
, m ≥ 2.

Таким чином, для ряду
∞∑
m=1

Km справджуються оцiнки:

∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
m=1

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤

≤ c(t− τ)−λe−a|x−ξ|c−1(ε)Γ(1− λ)(t− τ)−λ
∞∑
m=2

cmcm(ε)×

×(t− τ)m(1−λ) Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
e−a(1−ε)|x−ξ| ≤

≤ c(t− τ)−λe−a|x−ξ| + c−1(ε)Γ(1− λ)(t− τ)−λ
∞∑
m=2

cmcm(ε)×

×Tm(1−λ) Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
e−a(1−ε)|x−ξ|.

Внаслiдок формули Стiрлiнга

Γ(x) =
√
2πexxx−1/2eθ/(12x), x > 0, 0 < θ < 1,

маємо, що

Γm(ω0)

Γ(mω0)
≤ β0

θm0
mmω0

, β0 =
1√
2π
, θ0 = 2

√
2πe, ω0 = 1− λ.

З останньої оцiнки випливає збiжнiсть ряду
∞∑
m=2

βm
Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
, β = c · c(ε)T 1−λ.
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Отже, ряд
∞∑
m=1

Km при 0 < δ0 ≤ t− τ ≤ T збiгається абсо-

лютно i рiвномiрно, а його сума – функцiя Φ(t, x; τ, ξ) при
t > τ є неперервною функцiєю аргументiв x, ξ. Покладемо
ε = 1/2; тодi для Φ справджується нерiвнiсть

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ d0(t− τ)−λ exp
{
−a
2
|x− ξ|

}
. (5.55)

Ця оцiнка забезпечує збiжнiсть iнтегралiв (5.50), (5.51).
Звiдси випливає, що iнтеграл в (5.51) рiвний

∞∑
m=1

t∫
τ

dµ

∫
R

K(t− µ, x;µ, η)Km(µ− τ, η; τ, ξ)dη =

=
∞∑
m=1

Km+1(t− τ, x; τ, ξ).

Отже, Φ є розв’язком рiвняння (5.51).
Нагадаємо, що для |G(t − τ, x − ξ; τ, ξ)| правильною є

оцiнка

|G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)−λ exp{−a|x− ξ|}, λ = 1/α,
(5.56)

де сталi c, a > 0 не залежать вiд t, τ (див. (5.31) при k = 0).
На пiдставi нерiвностей (5.56), (5.55), (5.53) здiйснимо

оцiнку Γ; при цьому в (5.53) покладемо ε = 1/2. Отже,

|Γ(t, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dµ

∫
R

|G(t−µ, x−η;µ, η)|·|Φ(µ, η; τ, ξ)|dη ≤

≤ c

t∫
τ

(t− µ)−λ(µ− τ)−λ

∫
R

e−a|x−η|−
a
2
|η−ξ|dη

 dµ ≤
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≤ c̃(t− τ)1−2λ exp
{
−a
4
|x− ξ|

}
. (5.57)

Iз оцiнки (5.57) випливає, що для довiльної неперервної
обмеженої на R функцiї φ∫
R

|Γ(t, x; 0, ξ)| · |φ(ξ)|dξ ≤ c̃t1−2λ

∫
R

exp
{
−a
4
|x− ξ|

}
dξ =

= dt1−2λ

∫
R

exp{−|y|}dy = d1t
1−2λ,

1− 2λ = 1− 2
α
> 0, якщо α > 2.

Звiдси вже випливає, що у кожнiй точцi x ∈ R справд-
жується граничне спiввiдношення

lim
t→+0

∫
R

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ = 0.

На пiдставi отриманих результатiв твердимо, що функцiя

Z(t, x; τ, ξ) = V (t, x; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ),

V (t, x; τ, ξ) ≡ G(t− τ, x− ξ; τ, ξ),

є фундаментальним розв’язком нелокальної за часом m-
точкової задачi для рiвняння (5.20), а функцiя

u(t, x) =

∫
R

V (t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ +

∫
R

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ =

= u1(t, x) + u2(t, x), (t, x) ∈ (0, T ]× R, φ ∈ WΩ1
M1

(R) (5.58)
– розв’язок цiєї задачi при τ = 0. Пiдсумуємо отриманi
результати у виглядi наступного твердження.

Теорема 5.3. Нелокальна m-точкова задача для рiв-
няння (5.20) з параметром τ = 0 розв’язна в класi X, при
цьому розв’язок зображується формулою (5.58); u(t, x)
є неперервною обмеженою на R функцiєю змiнної x при
кожному t ∈ (0, T ].
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